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ПРЕДИСЛОВИЕПонятие размерности, или числа измерений, имеет важное зна­чение в двух .существенно различных смыслах.В математике широко используются весьма различающиеся формализации понятия размерности. Все они происходят от про­стых геометрических образов одномерности, двумерности и трех­мерности, но в 20 в. различные «жизненные» пути очень сильно отдалили их друг от друга. Имеется несколько неэквивалентных топологических понятий размерности, понятие размерности линей­ного пространства, хаусдорфова метрическая размерность (кото­рая может принимать и нецелые значения) и т. д. Между этими понятиями существуют разнообразные и вовсе не жесткие связи. Даже если к какому-то математическому объекту приложимы несколько понятий размерности, они могут не совпадать по значе­нию. Внутри самой математики невозможно указать основания, выделяющие какое-то одно значение размерности (каким бы по­нятием размерности не пользоваться); точнее говоря, для каждого значения размерности можно подобрать математическое свойство, выделяющее именно это значение. Можно сказать, что в матема­тике различные значения размерности равноправны.В физике ситуация совсем иная. Трехмерность реального про­странства является фундаментальным физическим фактом, опре­деляющим, как показал впервые Эренфест, качественные особен­ности физических явлений. Трехмерность, пожалуй, можно назвать наиболее фундаментальным физическим законом, имеющим коли­чественное выражение. Возникает естественный вопрос: абсолютен ли закон трехмерности? Ведь этот закон, осознанный наукой на первых же ее шагах, сохранял свою силу на протяжении двух с половиной тысячелетий; за то же время в механике, например, сменилось (обнаружив ограниченную применимость) три поколе­ния законов движения.Но прежде чем рассматривать размерность реального прост­ранства, физика должна указать математический язык, на кото­ром следует выражать свойство размерности, и способы эмпири­ческого установления, «измерения» значения размерности при расширении области явлений, изучаемых физикой. А поскольку размерность — свойство геометрического, пространственно-времен­ного описания, физический анализ понятия размерности должен 
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6 Предисловиебыть сопряжен с анализом эволюции и пределов применимости геометрического описания в физике вообще.Нужды современных физических теорий в описании размер­ностной структуры пространства-времени вполне удовлетворяются математическим понятием многообразия. Обычно считается, что если физике и понадобится какое-то обобщение геометрического языка, то это обобщение будет находиться в пределах примени­мости топологических представлений о размерности. Топология, как известно, занимается структурами, связанными с понятием непрерывности. Сама же физика — квантово^релятивистская фи­зика — привела к гипотезам фундаментальной длины, квантован­ного (дискретного) пространства-времени; и хотя обсуждаемая величина фундаментальной длины за (несколько десятилетий умень­шилась с 10“13 см до квантово-гравитационной длины Z= (fiG∕c3)ιz2 = = 10-33cm, для дальнейшего ее уменьшения или обращения в ноль оснований не видно. В то же время идея фундаментальной длины, как мы увидим, не укладывается в рамки топологического под­хода.Проблема размерности пространства, которой посвящена эта книга, имеет два основных аспекта:1) математическое описание размерностной структуры и фи­зическая адекватность языка такого описания,2) физический статус факта З^мерности пространства, или, с учетом теории относительности, 3+1-мерности пространства- времени.Оба эти вопроса имеют продолжительные истории, и оба за­служивают специального анализа в связи с тем положением, ко­торое занимает понятие размерности пространства-времени в фи­зической картине мира.Дополнительные основания для внимательного отношения к понятию размерности и к факту 3+1-мерности пространства-вре­мени дает современная ситуация в теоретической физике. Здесь рассматриваются и явно модельные 1-, 2-, 2+е-мерные варианты теории поля (модели искомой теории), и претендующие на описа­ние реальности многомерные (11-мерные, например) теории поля с компактификацией «лишних» измерений; в супергеометрии ра­дикально меняется и смысл «отдельного измерения», которое уже соответствует не числовой действительной оси, а грассмановой алгебре с одной образующей; важную роль играет метод размер­ной регуляризации в неабелевых калибровочных теориях; и т. д. И в целом роль понятия размерности в физике ощущается все бо­лее явно.Вкратце о содержании книги.Историко-научный анализ в этой книге тесно увязан с методо­логическим. Автор исходит из того, что глубокое понимание науч­ной проблемы в данный момент и перспектив ее развития воз­можно только в историко-научном контексте. В особенности это 



Предисловие 7относится к фундаментальным проблемам, к числу которых при­надлежит и проблема (размерности пространства.Историколнаучный материал дает возможность естественным путем подойти к современному состоянию проблемы размерности (в онтогенезе повторить филогенез). Рассмотрение творчества Пуанкаре, Эйнштейна, Эренфеста в связи с вопросом размерности (гл. 2—4) прежде всего должно убедить в существовании самой проблемы. Убедить в том, что вопрос о размерности пространства*  времени только на первый взгляд может показаться тривиальным, бесструктурным.Кроме того, анализ конкретных фактов истории науки позво­лит нам подготовить и наметить направления, в которых будет развит (в гл. 6—8) подход к размерности как к физической вели­чине, обладающей определенным эмпирическим статусом и связан­ной с фундаментальными физическими структурами: с метриче­ской структурой пространства-времени, с законами сохранения, с проблемой расходимостей и др.Особое значение для книги имеет пятая глава, посвященная конфликту между квантовыми представлениями и геометрией ОТО. Квантово-гравитационные ограничения на геометрическое описа­ние, теоретически выявленные впервые М. П. Бронштейном еще в 1935 г., наиболее убедительно в настоящее время свидетель­ствуют о неизбежности обобщения используемой модели Прост­ранства-времени. Это обстоятельство оправдывает и внимание к размерности — наиболее общему количественному свойству про­странственно-временного описания.Анализ соотношения метрических и топологических структур 
с учетом характера квантово-релятивистских ограничений приво­дит к новому, метрическому, подходу к понятию размерности (гл. 6). С помощью такого понятия, как оказывается, можно при­дать вполне определенный смысл утверждению о зависимости числа измерений от масштабов явления (топологические понятия размерности для этого принципиально непригодны).Метрический подход к размерности оказывается плодотворным и в применении к риманову пространству-времени ОТО (гл. 7). Для геометрии Минковского 4-мерность пространства-времени прямо связана с 10-параметричностью группы Пуанкаре, описы­вающей 10 независимых симметрий пространства-времени и по­рождающей в силу теоремы Нетер 10 пространственно-временных законов сохранения энергии-импульса-момента. Связь размерно­сти и симметрий пространственно-временного описания удается обобщить и на случай общей римановой геометрии, если исходить из метрического понятия размерности. Размерностную однород­ность 3+1-мерного пространства-времени ОТО можно описать, как оказывается, 10-параметрической квазигрупповой симметри­
ей, которая переходит в группу Пуанкаре в случае плоской гео­метрии. Тем самым осуществляется связь в духе принципа соот­



8 Предисловиеветствия между псевдоримановой геометрией и геометрией Мин­ковского.Последняя глава книги посвящена тому положению, которое занимает понятие размерности пространства-времени в современ­ной физике и космологии, и возможной роли этого понятия в бу­дущем.Для удобства читателей в конце глав (кроме первой и послед­ней) приводятся краткие резюме. Библиографические ссылки дают­ся в квадратных скобках, в которых указывается порядковый но­мер по списку литературы, приведенному в конце книги, или фа­милия автора и год публикации.Проблемы, затронутые в этой книге, прояснялись для автора в результате многочисленных обсуждений с коллегами. Их добро­желательное внимание, трудные вопросы и стимулирующие заме­чания оказали неоценимую помощь. Особенно автор благодаренB. П. Визгину и Д. А. Киржницу. Автор благодарен участникам семинаров под руководством В. Л. Гинзбурга, А. Т. Григорьяна, А. Л. Зельманова, Г. М. Идлиса и Б. И. Спасского, а такжеC. И. Зеленскому, А. А. Локшину, В. Я. Френкелю, Б. Е. Явелову.При работе над книгой и особенно ее седьмой главой очень существенное значение для автора имели .советы и замечания А. А. Логунова и В. И. Денисова.



Глава 1

ПРЕДЫСТОРИЯ: ПОНЯТИЕ ЧИСЛА ИЗМЕРЕНИЙ 
НА ПРОТЯЖЕНИИ ДВУХ С ПОЛОВИНОЙ ТЫСЯЧЕЛЕТИЙ

Идеи и образы, связанные с понятием размерности, появились, когда наука делала свои первые шаги. Тогда же было обнаружено фундаментальное свойство мироздания — свойство, которое сейчас называется трехмерностью. За два с половиной тысячелетия -наука прошла по пути от теоремы Пифагора к теоремам о неполноте математики и от закона рычага к законам квантово-релятивист­ской физики. Изменились за это время и понятие размерности и отношение к факту трехмерности физического пространства.В этой главе мы проследим эволюцию проблемы размерности, извлекая из реального исторического процесса и очень кратко описывая лишь некоторые, правда, наиболее существенные, эпи­зоды. При этом, конечно, нужно отдавать себе отчет, что подлин­ное понимание слов, сказанных столетия и тысячелетия назад, может быть достигнуто только при учете реального историко­научного, историко-культурного контекста.Образы, связанные со свойствами размерности, были важным компонентом картины мира, которую создавали пифагорейцы (VI—IV вв. до н. э.)*.  Этой картине присущи были космогониче­ское видение мира и переплетение числовых, геометрических и материальных объектов, доходящее до их отождествления. При­писываемая самому Пифагору формулировка исследовательской программы «Все есть число» делала вполне естественным такое отождествление. В пифагорейской картине мира единица отож­дествлялась с точкой, двойка —с линией, тройка — с плоскостью и четверка — с телом. В те времена казалось совершенно естест­венным отождествлять двойку с фигурой, определяемой двумя точками, — отрезком прямой; тройку — с фигурой, определяемой тремя точками, — треугольником; и, аналогично, четверку — с тет­раэдром. На языке топологии 20 в. можно сказать, что пифаго­рейцы занумеровали «в естественном порядке» четыре первых симплекса: нульмерный—1, ..., трехмерный — 4. Отсюда стано­вится вполне понятным, что факт трехмерности материального мира проявлялся в пифагорейской науке как утверждение о том, что 4 — «последнее» число.* Глубокий анализ античной науки см. в кн. [Рожанский, 1979; Гайденко, 1980]. Автор благодарен И. Д. Рожанскому за обсуждение вопросов, затронутых 
в этой главе. 9



10 Глава 1. Предыстория: понятие числа измерений
Платон (428—347), впервые осмысливший понятийный харак­тер теоретического мышления, отчетливо разделил три вида науч­ной реальности — числовые, геометрические и материальные объ­екты. В результате появилось и понятие пространства. Стало воз­можным говорить не только о свойствах отдельных объектов, но и о свойствах-самого пространства.В платоновско-пифагорейской математике существенное место занимало взаимоотношение объектов разного числа измерений: «Из движения точки возникает линия, из движения линии — по­верхность, а из движения поверхности — тело» [Секст Эмпирик, т. 2, с. 148].Существенное развитие проблемы размерности обнаруживает­ся в трудах Аристотеля (384—322). Неудачность выражения «по­ступательный ход истории» хорошо видна на примере взаимо­отношения учений Платона и его выдающегося ученика. Аристо­тель материалистически интерпретировал платоновскую конструк­цию, поставив ее «с головы на ноги», но одним из результатов этого преобразования стал отказ от платоновской идеи простран­ства и замена ее на понятие «место». Поэтому Аристотель мог говорить только о свойствах тел и величин, но не о свойствах пространства. Вместе с тем Аристотелю удалось увидеть сущест­венно новые стороны понятия размерности. С рассмотрения этого понятия начинается его книга «О небе»:«Наука о природе изучает преимущественно тела и величины, их свойства и виды движения, а кроме того начала такого рода бытия. <...>Непрерывное есть то, что делимо на части, всякий раз дели­мые снова. Тело—то, что делимо во всех направлениях. Величина, делимая одним способом — это линия, делимая двояко — поверх­ность, трояко — тело. Никаких других величин нет, потому что три — это все, и «тремя способами» — то же самое, что «всеми способами». Ибо, как говорят пифагорейцы, «целое» и все опреде­ляются через число три: начало, середина и конец составляют число целого, и при этом троицу. Вот почему, переняв у природы, так сказать, ее законы, мы пользуемся этим числом при богослу­жениях. Сообразно с этим о двух вещах или людях мы говорим «оба» а не «все». Последний термин мы впервые используем, когда речь идет о трех. В этом, как уже сказано, мы принимаем саму природу в качестве нашего руководителя и следуем за ней.Поскольку слова «все», «целое» и «совершенное» не различают­ся между собой по значению..., то тело — единственная совершен­ная величина, ибо одно только оно определяется через число три, а «три» равнозначно «целому». Будучи делимо в трех направле­ниях, оно тем самым делимо во всех. Другие величины делимы в одном или двух направлениях в соответствии с числами, кото­рые сопоставляются различным величинам по количеству направ­лений, которым характеризуется их делимость и непрерывность; 



на протяжении двух с половиной тысячелетий 11одна непрерывна в одном направлении, другая—-в двух, третья — во всех. <...>Ясно, однако же, что переход от тела к другой величине, по­добный переходу от длины к поверхности или от поверхности к телу, невозможен. В противном случае тело уже не было бы со­вершенной величиной, ибо восполнение может происходить только в силу недостатка, но совершенная величина не может иметь не­достатка, поскольку она протяжена во всех «направлениях» (см. [6]).В этом тексте Аристотеля можно обнаружить богатое содер­жание. Связывая размерность с непрерывностью, он пытается оп­ределить понятие размерности по существу на топологическом языке. При этом линии, поверхности и телу сопоставляются числа 1, 2 и 3, в отличие от пифагорейской традиции и в полном соот­ветствии с современным пониманием слова «n-мерность». Что ка­сается факта трехмерности, то здесь имеются две противополож­ные тенденции. С одной стороны, Аристотель вроде бы склонен считать трехмерность фактом, которому «научает» природа и ко­торому можно только следовать. С другой стороны, в этом тексте можно найти целых три обоснования трехмерности: архаичное пифагорейское, лингвистическое (2 — «оба», 3 — «все»)*  и логи­ческое (совершенство трехмерности).Античные представления о размерности зафиксировал Евклид (III в. до н. э.) в «Началах»:Книга I1. Точка есть то, что не имеет частей.2. Линия — длина без ширины.3. Концы линии — точки.5. Поверхность есть то, что имеет только длину и ширину.6. Границы поверхности — линии.Книга XI1. Тело есть то, что имеет длину, ширину и глубину.2. Граница тела — поверхность.В определениях 1:3, би XI:2, рекуррентно связывающих раз­личные значения размерности, можно увидеть прототип топологи­ческого индуктивного определения размерности (см. гл. 2). А оп­ределения 1:1, 2, 5 и XI: 1 математике по существу не были нужны (в этих определениях проявилось лишь «физическое» происхож­дение геометрических понятий).Стоит подчеркнуть, что самого понятия «число измерений» все еще не было. В этом понятии не было и особой необходимости, поскольку разнообразие рассматривавшихся геометрических фигур было невелико.* Это лингвистическое доказательство выглядит «убедительно» только на тех языках, в которых есть такое же различие между числами 2 и 3, имеющее, по- видимому, глубокие корни в истории цивилизации. Кроме древнегреческого и русского к ним относятся и многие другие, но есть и исключения, например сов­ременный французский язык.



12 Глава 1. Предыстория: понятие числа измеренийСлово διαστασις, употреблявшееся в греческих текстах и пере­водимое обычно на английский язык как «dimension», а на рус­ский — «измерение», еще не стало термином и имело смысл, кото­рый скорее можно передать словами «протяженность», «протяже­ние». Слово «измерение» чуждо той эпохе. Метрический взгляд на геометрию, основывающийся на понятии «измеренного» рас­стояния между точками, возник гораздо позже «Начал» Евклида, подытоживших развитие античной геометрии. Поэтому и слова «измерение», «одномерная», «трехмерная» и т. п. в переводах ан­тичных текстов следует считать модернизацией.Проблема размерности находилась не на самых дальних ок­раинах греческой науки. Об этом свидетельствует тот факт, что 
Птолемей (90—160), известный более всего астрономическими ра­ботами, написал целую книгу <<∏εpι διaστaσεω^>, т. е. «О протя­жении», или «О размерности». Эта книга не сохранилась, и о ней известно только из комментария Симпликия (VI в.) к трактату Аристотеля «О небе» [116, с. 411]:«Одаренный талантами Птолемей показал, что имеется не бо­лее трех измерений; потому что направления протяженности долж­ны быть определенными, и определенные измерения протяженны вдоль перпендикулярных прямых линий, и невозможно найти более трех прямых линий под прямыми углами друг к другу; при этом две из них определяют плоскость, а третья измеряет глубину. Таким образом, если бы какое-нибудь измерение было бы добав­лено вслед за третьим, оно было бы совершенно неизмеримым и неопределенным».О самом факте трехмерности здесь не сказано ничего сущест­венно нового по сравнению с Аристотелем, но зато найдена новая и гораздо более конструктивная форма выражения факта трех­мерности. Эта форма, казалось бы, близка к современной — не введены ли здесь три «оси координат»? — но до координатного описания, до аналитической геометрии (Декарт, 1596—1650) в дей­ствительности было еще очень далеко.Эта — птолемеевская — форма выражения факта трёхмерности дает возможность перешагнуть через много веков — к началу нау­ки нового времени. Один из основателей новой, базирующейся на эксперименте, физики—Галилей (1564—1642) не только находил­ся в конфликте с аристотелевской физикой, но и «участвовал» в диалоге с Аристотелем. Одно из основных сочинений Галилея так и называется «Диалог о двух главнейших системах мира». Этот «Диалог» начинается как раз с обсуждения свойства трех­мерности, с чего начинается и книга Аристотеля «О небе». Саль- виати, говорящий «от имени» Галилея, предлагает, в отличие от логических • (по крайней мере с виду) рассуждений Аристотеля, способ физически, экспериментально выяснить, чему равна раз­мерность пространства. Для этого надо определить максимальное число взаимно-перпендикулярных линий, проходящих через одну 



на протяжении двух с половиной тысячелетий 13точку, но линий уже физических, «сделанных», например, из натя­нутых нитей. Галилей говорит о линиях^ проведенных на полу, о высоте потолка, измеряемой нитью с грузом. Это дает основание считать, что для Галилея трехмерность — уже факт физической геометрии *.Иначе к тому же свойству отнесся Лейбниц (1646—1716) — другой основоположник современного естествознания. Размерности он коснулся к работе, посвященной совсем другому предмету. Обширные интересы Лейбница включали в себя не только физико- математические вопросы, но и вечные вопросы добра и зла. Его книга «Теодиция» была посвящена оправданию бога (благость Всевышнего казалась несовместимой с его всемогуществом и с на­личием зла в мире). В этой книге активную роль играет идея бесконечного множества возможных миров (вселенных) и единст­венного действительно существующего мира, наилучшего из воз­можных. Лейбниц обсуждает, какие свойства мира бог мог выби­рать, а какие — нет (даже всемогущий бог не может создать двуногое существо, имеющее три ноги). И следующим образом он подходит к трехмерности:«Бейль**  несколько более надлежащего расширяет свободное избрание Божие. Говоря о перипатетике Стратоне..., утверждав­шем, что все происходит по необходимости лишенной разума при­роды, Бейль думает, что этот философ на вопрос: почему дерево не обладает силою образовывать кости и жилы, в свою очередь мог бы спросить: «почему материя имеет именно три измерения, почему недостаточно ей двух, почему она не имеет четырех? И если ему ответили бы, что она должна иметь ни более, ни менее, как только три измерения, то он мог бы спросить о причине этой необходимости». Эти слова дают понять, что Бейль предполагал, что число измерений материй зависит от избрания Божия, как от Него же зависело сделать или не сделать, чтобы деревья произ­водили животных. В самом деле, мы не знаем, нет ли. планет или земель, помещенных в некоторых более отдаленных местах Все­ленной, где сказка Бернакля Шотландского (о птице, рождающей­ся из дерева) не оказалась бы истинною...Но не это надобно думать об измерениях материи. Тройное измерение определено не по причине наилучшего, а вследствие геометрической необходимости; поэтому-то геометры могли дока­зать, что возможны только три линии, перпендикулярные одна к другой и пересекающиеся в одной точке. Нельзя найти лучшего примера, указывающего на различие между нравственной необ­
* Конечно, в полном смысле представление о физической геометрии, отделе­ние евклидовой геометрии (как математической системы) от свойств реального физического пространства стало возможным только после обнаружения других, неевклидовых, геометрических систем в 19 в.** П. Бейль (1647—1706) — публицист и философ, один из ранних пред­ставителей французского Просвещения.



14 Глава 1. П/редыстория: понятие числа измеренийходимостью, зависящей от мудрого избрания, и грубою необхо­димостью Стратона и спинозистов, отвергающих в Боге разум и свободу, — как в этом указании на различие между основаниями для законов движения и для тройного числа измерений; первое зависит от избрания наилучшего, а второе — от слепой геометри­ческой необходимости» [74].Можно было бы и не упоминать эти рассуждения (несравни­мые по глубине с выдающимся достижением Лейбница), если бьг они не послужили поводом для размышлений Канта (1724—1804) о факте трехмерности [58, т. 1, с. 69—72]. Указав на порочный круг ∣B рассуждениях Лейбница и чистосердечно рассказав о своей неудачной попытке «вывести трехмерность протяжения», 23-летний Кант выдвигает совершенно новую идею:«Трехмерность происходит, по-видимому, оттого, что субстан­ции в существующем мире действуют друг на друга таким обра­зом, что сила действия обратно пропорциональна квадрату рас­стояния».И поясняет свою мысль:«Я полагаю: во-первых, что субстанциям в существующем мире, частью которого мы являемся, присущи силы такого рода, что, соединяясь друг с другом, они распространяют свои действия обратно пропорционально квадрату их расстояний; во-вторых, что возникающее отсюда целое имеет в соответствии с этим законом свойство трехмерности; в-третьих, что этот закон произволен и что бог вместо него мог бы избрать какой-нибудыдругой, например,, закон обратной пропорциональности кубу расстояний; наконец; в-четвертых, что из другого закона проистекало бы и протяжение- с другими свойствами и измерениями. Наука обо всех этих воз­можных видах пространства, несомненно, представляла бы собой высшую геометрию, какую способен построить конечный ум».К такой связи числа измерений и закона силы Кант пришел^ сочетая (лейбницевскую и антиньютоновскую) идею относитель­ного пространства с (ньютоновской и антилейбницевской) идеей силы, действующей на расстоянии *.И наконец, последний участник предыстории проблемы размер­ности, о котором нельзя не упомянуть,— Б. Больцано**  (1781— 1848). В связи с проблемой размерности его наибольшие дости­жения состоят в развитии самого математического понятия раз­* Замечание Канта, впрочем, окутано довольно густым метафизическим ту­маном. Например, он утверждает: «...вполне возможно, чтобы некоторая вещь действительно существовала, но тем не менее нигде во всем мире не находи­лась»; и поэтому можно говорить о существовании «созданных богом» прост­ранств другой размерности и с другими законами для силы. Представление же об этих пространствах недоступно человеку иначе, чем в метафизическом смыс­ле, поскольку «наша душа получает впечатление извне тоже по закону обрат­ной пропорциональности квадрату расстояний».** Автор благодарен Ф. А. Медведеву, обратившему его внимание на ра­боты Больцано и на статьи [50].



на протяжении двух с половиной тысячелетий 15мерности. Мы здесь не рассматриваем ту историческую линию, которая привела к понятию «-мерного линейного пространства {ЮЗ]; наличие линейной структуры в координатном описании поз­воляет легко построить точное понятие линейной n-мерности. Од­нако слова «одномерность, двумерность и трехмерность» могут применяться не только к прямой, плоскости и (евклидову) прост­ранству, но и к произвольной кривой линии, поверхности и телу. Построить достаточно общее понятие размерности нелегко, но Больцано добился существенного успеха, дав такое определение:«Нечто пространственно протяженное будет просто протяжен­ным, или линией, если каждая его точка на каждом достаточно малом расстоянии имеет одну или больше соседних точек, но ни­коим образом не так много, чтобы совокупность их сама по себе составляла уже протяжение; ... пространственное протяжение бу­дет протяжением двух измерений, или поверхностью, если каждая точка на каждом достаточно малом расстоянии имеет целую ли­нию соседних точек; ... пространственное протяжение будет про­тяжением трех измерений, или телом, если каждая точка на каж­дом достаточно малом расстоянии имеет целую поверхность сосед­них точек» [166, с. 74; 50а].В основе этого определения лежит метрическая идея — рас­смотреть совокупность всех точек фигуры, находящихся от неко­торой точки на заданном расстоянии. Но имеющееся здесь выра­жение «на каждом достаточно малом расстоянии» позволяет пере­вести это определение с метрического на топологический язык, получив при этом определение так называемой малой индуктивной 
размерности ind (см. гл. 2).Происхождение же самой метрической идеи у Больцано было связано, по-видимому, с физической проблемой размерности про­странства. Математической разработке общего понятия размер­ности предшествовала работа Больцано 1815 г. «Попытка объек­тивного обоснования учения о трех измерениях пространства» (предмет исследования вполне мог быть подсказан работой Кан­та, внимательным читателем которого был Больцано). В центре этой статьи интересная теорема:«Имеется система четырех точек, из которых ни одна не опре­делена как сама по себе, так и своим отношением к остальным трем, поскольку оно должно быть охвачено чистым понятием. Однако если такая система четырех точек дана, то каждая другая точка и каждая совокупность точек (значит, всякая пространст­венная вещь) может быть детерминирована одними только поня­тиями, выражающими ее отношение к этим четырем точкам» [16а; 66].Язык здесь не слишком однозначен. Однако если учесть, что «отношение одной точки к другой» для Больцано означало pat- стояние между этими точками, то окажется, что он обнаружил «очень интересное свойство размерности, выраженное на метриче­



16 Глава 1. Предыстория проблемы размерностиском языке. По существу речь идет о том, что в п-мерном случае максимальное число точек, взаимные расстояния между которыми могут задаваться произвольно, равно п+1; если добавить еще хотя бы одну точку, ее расстояния до п точек определяют рас­стояние до оставшейся точки. По-другому тот же факт можно выразить так: в п-мерном пространстве необходимо и достаточно 
зафиксировать п точек (в общем положении), чтобы положение 
любой другой точки могло быть задано с помощью расстояний 
до фиксированных точек. С этим фактом мы еще не раз встре­тимся.До сих пор речь шла о предыстории проблемы размерности. Историей проблемы размерности можно назвать период, начав­шийся с работ А. Пуанкаре на рубеже 20 в. Для этого есть сле­дующие основания.Наибольшее обобщение используемых до сих пор в физике представлений о размерности пространства дает топология. Пуан­каре — не только один из создателей топологии; ему принадле­жит и первое, правда не вполне строгое, топологическое определе­ние размерности.Пуанкаре был не только величайшим математиком своего вре­мени, но и одним из крупнейших физиков. Известна его роль в создании специальной теории относительности, означавшей ради­кальные изменения в представлениях о пространстве и времени. Но и независимо от этого он «неоднократно обращался к выясне­нию исходных начал геометрии и понятия пространства» [96г, т. 3,. с. 656]. Пуанкаре, в частности, первый сделал факт трехмерности реального физического пространства предметом научного анализа.

Общая литература к главе 1: [32, 50, 51, 66, 101, 103].



Глава 2

ВОЗНИКНОВЕНИЕ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО понятия 
РАЗМЕРНОСТИ И ФИЗИКА

2.1. ТВОРЧЕСТВО ПУАНКАРЕ И ИСТОРИЯ ПОНЯТИЯ 
РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВАИнтересы Пуанкаре простирались от абстрактных проблем ма­тематики до конкретных физических задач. Такая физико-матема­тическая универсальность была весьма кстати при рассмотрении проблемы размерности пространства — действительно физико- математической проблемы.Пуанкаре жил в эпоху революционных изменений в матема­тике и физике, связанных с возникновением теории множеств и теории относительности. Он имел непосредственное отношение к этим изменениям и много сделал для утверждения обеих теорий. С его участием, по выражению П. С. Александрова, были «взор­ваны изнутри» традиции классической науки. Он, плодотворно применяя «наивную» теорию множеств Кантора, способствовал проникновению ее методов в различные области математики, пере­водил и популяризировал работы Кантора. Созданием топологии Пуанкаре открыл для математики «целый мир новых проблем..., по своему существу недоступный не только методам, но и самому... мировоззрению «классической» математики...» [26, с. 809]. Не менее велик вклад Пуанкаре в создание специальной теории относитель­ности. Основа математического аппарата этой теории — группа Лоренца — была указана им со всей математической ясностью [9].Однако по отношению к обеим революционным теориям ска­залось его глубоко классическое происхождение. Когда обнару­жились парадоксы теории множеств и началась ее перестройка на аксиоматической основе, Пуанкаре не только отверг этот, как оказалось позже, основной для неклассической математики способ построения теории, но и отказался от фундаментального для не­тривиальной теории множеств понятия актуальной бесконечности [846, с. 114]. В случае теории относительности дело обстояло не­сколько иначе, но и здесь Пуанкаре, создавший по существу мате­матический аппарат теории и осознавший раньше Эйнштейна неабсолютность понятия одновременности, так и не перешел пол­ностью на новую релятивистскую программу. Свою последнюю статью на эту тему [9в] он заканчивает словами: «Теперь некото­рые физики хотят принять навое соглашение [о неразрывной связи пространства и времени в одном четырехмерном пространстве- времени. — авт.]. Это не значит, что они были вынуждены это сделать; они считают это новое соглашение более удобным, вот17



18 Глава 2. Возникновениеи все; и те, кто не придерживается этого рода мыслей, могут вполне законно сохранить старый, чтобы не разрушать своих ста­рых привычек. Между нами говоря, я думаю, что они это еще долго будут делать».Таким образом, творчество Пуанкаре не просто хронологиче­ски совпадает с периодом «кризиса в естествознании», но в боль­шой степени отражало этот кризис.Почему Пуанкаре обратился к проблеме размерности прост­ранства? Почему его можно назвать создателем топологии? Эти вопросы почти совпадают, так как для Пуанкаре основным .и чуть ли не единственным свойством пространства, изучаемого топо­логией, является «свойство быть непрерывностью трех измерений» (9в, с. 35].Основателем топологии обычно считают Б. Римана [23, с. 194]. Так о Римане говорит и сам Пуанкаре*.  Однако важно, конечно, и обнаружение новой области исследований (что по отношению к топологии сделал Риман), и становление ее как самостоятельной науки. Последнее и есть заслуга Пуанкаре [26]. Он продемонстри­ровал плодотворность топологического подхода в различных об­ластях математики («Что касается меня, то все различные пути, на которых я последовательно находился, приводили меня к Ana­lysis situs»), осознал его «крайнюю важность» для математики в целом [96г, т. 3, с. 633, 634].Особенно явным было продвижение Пуанкаре в определении понятия n-мерного пространства. Для Римана топология так же, как и для Пуанкаре, связана с понятием размерности: «Раздел 1 (понятие /г-кратно протяженной величины) является одновременно введением к исследованиям по analysis situs» [97, с. 324]. В знаме­нитой лекции [97] Риман в первую очередь «поставил перед собой задачу — исходя из общего понятия о величине, сконструировать понятие многократно протяженной величины». Однако конструк­ция «n-кратно протяженной величины», которой удовлетворился Риман, весьма неопределенна:«Однократно протяженное многообразие» он определяет воз­можностью «непрерывного смещения ... лишь в две стороны — вперед и назад», п+ 1-мерное многообразие — это совокупность всех «состояний», которые могут быть получены при переведении «определенным образом» zz-мерного многообразия в иное, «вполне отличное» zz-мерное многообразие.В следующем параграфе мы увидим, как далеко продвинулся Пуанкаре в поисках топологического определения понятия раз­* Впрочем, Пуанкаре во многих случаях свои собственные замечательные до­стижения связывал с именами своих предшественников, только инициировавших его работы. Так, например, именно Пуанкаре ввел название «группа Лоренца», установив групповую структуру совокупности преобразований Лоренца (послед­нее название также ввел Пуанкаре).



топологического понятия размерности 19*мерности. А сейчас попробуем ответить на вопрос, что вообще могло привести Пуанкаре к проблеме размерности пространства,, 
к вопросу «Почему пространство имеет три измерения?» (так на­зывается одна из последних его статей [96в]).Объяснение может быть следующим. Вторую половину 19 в, с точки зрения истории математики можно назвать эпохой не­евклидовой геометрии. Именно тогда неевклидова геометрия по­лучила полное признание в математике. Отказ от априорной един­ственности евклидовой геометрии, возможность нескольких (а пос­ле работ Римана, бесконечного числа) типов геометрий произвел громадное впечатление на математиков того времени и, в част­ности, на Пуанкаре. Он неоднократно привлекал идеи неевклидо­вой геометрии при обсуждении проблемы пространства и немало сделал для самой неевклидовой геометрии [103]. С другой стороны, от момента создания неевклидовой геометрии его отделяло неко­торое время, и он уже мог взглянуть на происшедшее с более общей точки зрения.Естественно предположить, что отказ от казавшегося един­ственно возможным устройства пространства побудил Пуанкаре к анализу других, еще более фундаментальных свойств простран­ства, «уцелевших» при переходе к неевклидовой геометрии — в частности, его трехмерности. Не случайно, по-видимому, что- Пуанкаре обсуждает одновременно возможности неевклидова и четырехмерного устройства физического пространства [966, с. 62]. Выделение истории какой-то одной определенной концепции в ма­тематике всегда в некоторой степени условно: история понятия размерности, как мы видим, «зацепляется» за историю неевкли­довой геометрии.

2.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОНЯТИЯ РАЗМЕРНОСТИЧто для Пуанкаре означает само утверждение о трехмерности пространства? У него можно найти два существенно различных подхода к понятию размерности — параметрический и топологи­ческий. В первой из четырех его книг по философии науки [966] присутствуют оба подхода.
Параметрическая размерность. Пуанкаре пишет, например, что- зрительное пространство «имеет как раз три измерения; т. е. эле­менты наших зрительных ощущений... будут вполне определены, когда известны три из них; выражаясь математическим языком, — они будут функциями трех независимых переменных» [966, с. 65]. Подобный подход, основанный на параметрическом «определении» размерности, по существу до сих пор подразумевается в физике. Кавычки соответствуют тому, что параметрическое определение размерности (в форме, не учитывающей никаких структур в про­странстве, кроме теоретико-множественной; например, «размер­ность как минимальное число параметров, которые необходимы^ 



20 Глава 2. Возникновениечтобы отличать точки фигуры друг от друга») математически некорректно. Это стало ясно после построенного Кантором (в 1877 г.) взаимно-однозначного соответствия между множеством всех точек квадрата и множеством точек отрезка и после по­строенного Пеано в 1890 г. непрерывного отображения отрезка на квадрат [84а, с. 107—110].Однако параметрическое определение имело настолько ясный «физический смысл», согласующийся с обычным в физике поня­тием числа степеней свободы, что даже математик Пуанкаре в 1902 г. не отказался от этого интуитивно ясного определения. Даже в статье 1912 г., где уже содержится математически отчет­ливая идея топологического определения размерности, .остались все-таки следы параметрических представлений. Поясняя понятие топологической эквивалентности двух пространств, Пуанкаре пи­шет: «Рассмотрим два пространства, Е и £', точка М в простран­стве Е соответствует точке М' в пространстве Е'\ точка М имеет прямоугольными координатами х, у, z; точка М' имеет прямо- уюльными координатами три какие-либо непрерывные функции х, у, z, С интересующей нас точки зрения эти пространства не отличаются друг от друга» [96в, с. 34]. Однако координаты — не внутреннее топологическое понятие, и на самом деле топологиче­ская эквивалентность определяется существованием одной функ­ции — взаимно-однозначной и взаимно-непрерывной, связывающей точки двух пространств (а не трех функций, связывающих коор­динаты).
Индуктивное определение размерности. Другой (радикально отличающийся от параметрического) подход к размерности, имею­щийся уже в книге [966], основан на анализе понятия непрерыв­ности, в особенности «физической непрерывности». Именно при рассмотрении «физической непрерывности многих измерений» воз­никает конструкция, которой суждено было превратиться в первое топологическое определение размерности. Определение «матема­тической непрерывности многих измерений» не доставляет бес­покойства Пуанкаре, по-видимому, потому, что он считает доста­точным аналитическое, или арифметическое (по выражению Пуан­каре) определение этого понятия: «Точка подобной непрерывности, как известно, представляется нам определенной при помощи си­стемы раздельных величин, называемых ее координатами» [966, с. 43].Даже в 1912 г. Пуанкаре считает «безупречным с точки зре­ния математики» определение: «непрерывность п измерений есть совокупность п количеств, могущих изменяться независимо одно от другого, и принимать все вещественные значения, удов­летворяющие определенным неравенствам» [96в, с. 35]. В этой статье остались следы параметрического определения размерности, но подчеркивается, что «вопрос числа измерений тесно связан с понятием непрерывности и теряет всякий смысл для того, кто пожелает отвлечься от этого понятия» [96в, с. 35]. И действитель­



топологического понятия размерности 21но, как мы увидим, Пуанкаре рассматривает многомерность как обобщение простейшего случая непрерывности, соответствующего числовой прямой. Приведенное выше «арифметическое» определе­ние, считает он, безупречно с точки зрения математики, но «'не удовлетворяет философа», мало считается с интуитивным проис­хождением непрерывности [96в, с. 36]. И только поэтому он пред­лагает свое индуктивное определение размерности. Однако в статье 1912 г. это определение дается на математическом языке, и не­легко увидеть путь от «философской, интуитивной неудовлетво­ренности» к математическому определению.Гораздо яснее этот путь просматривается в книге Пуанкаре «Наука и гипотеза», опубликованной в 1902 г.Интуитивный, психологический аспект происхождения понятий был существенным элементом методологии Пуанкаре. Это отно­силось, в частности, и к геометрии: «Я занимался... анализом психологических исходных начал понятия пространства», — писал он в 1901 г. [96г, т. 3, с. 6571.В 1902 г. [966, гл. 2] Пуанкаре рассматривает понятие физи­ческой непрерывности как первичное и связывает его с психоло­гическим законом Фехнера: «Голые результаты опыта могут быть, следовательно, выражены следующими соотношениями: Д = 
B = C, A<Ci которые можно рассматривать как формулы физиче­ской непрерывности» [966, с. 31]. Закон Фехнера описывает тот факт, что физически могут быть различимы только величины, отличающиеся не меньше, чем на некоторую конечную величину (порог различимости). Ясно, что речь идет скорее о физико-пси­хологической непрерывности (о роли психологизма Пуанкаре см. [44г, к]). Понятие математической непрерывности если и не есть простая формализация физической непрерывности, то «поводом» к его созданию, согласно Пуанкаре, было «понятие физической непрерывности, выведенное из голых данных чувственного про­исхождения» [966, с. 37].Пуанкаре анализирует понятие «физической непрерывности ■многих измерений», и именно здесь появляется его идея тополо­гического определения размерности (превращенная впоследствии Брауэром, Урысоном и Менгером в определение так называемой 
большой индуктивной размерности Ind). Он характеризует одно­мерную физическую непрерывность тем, что ее можно разделить, удаляя из нее конечное число «различимых друг от друга элемен­тов». Если разделение непрерывности С «достигается вырезками, которые являются непрерывностными одного измерения, то мы скажем, что С имеет два измерения», и т. д. [966, с. 43].В 1902 г. Пуанкаре еще не заменяет слова «различимые эле­менты» на «точки» и не переносит это определение на случай математической непрерывности п измерений, которую (хотя он и пишет, что она вытекает совершенно естественно из понятий физической непрерывности) он характеризует всего лишь тем, что 



22 Глава 2. Возникновение«точка подобной непрерывности, как известно, представляется нам определенной при помощи системы п раздельных величин, называемых ее координатами» [966, с. 43].Но утверждение о трехмерности пространства Пуанкаре рас­крывает так: «И когда мы говорим, что пространство имеет три измерения, мы хотим сказать просто, что совокупность этих клас­сов [изменений, мускульных ощущений — прообразов точек] высту­пает перед нами с характерными чертами физической непрерыв­ности трех измерений» [966, с. 100].В работе 1912 г. хотя и говорится о «нематематической» (ин­туитивной, философской) потребности в новом определении, само' определение дается на вполне математическом языке (без указа­ния на происхождение из «голых чувственных данных», без слов «различимые элементы» и т. п.):«Непрерывность имеет и измерений, когда ее можно разбить на несколько частей, произведя в пей одно или несколько сечений, которые сами являются непрерывностями и—1 измерений. Непре­рывность и измерений, таким образом, определяется через непре­рывность и—1 измерений; это — рекуррентное определение» [96в, с. 37].Далее Пуанкаре пишет, что «веру в это определение» ему дает прежде всего (восходящее еще к «Началам» Евклида) представ­ление о том, что поверхность — это граница тела, линия — гра­ница поверхности и точка — граница линии, представление, кото­рое дают «многие авторы элементарных учебников». Затем он подчеркивает важность в топологии понятия сечения («на сечении все основано») и в связи с этим напоминает, что по Риману от­личие сферы от тора выражается с помощью сечений: на торе (в отличие от сферы) не любая замкнутая кривая разделяет его на две части. Однако источники веры в новое определение гово­рят не столько о происхождении самого определения, сколько о качественно другом уровне нового понятия.Итак, понятие размерности пространства, являющееся фунда­ментальным понятием для одной из наиболее общих математиче­ских структур — топологии, возникало с помощью физики, на ос­нове размышлений над «физическими» понятиями.Размерность и свойства покрытий. Есть еще одно интересное обстоятель­ство в истории топологических определений размерности, связанное с творчест­вом Пуанкаре.Обычно указывается [3, с. 163; 246, с. 326; 46, с. 22], что проблема и идея общего индуктивного определения размерности появилась в статье ΠyaHκape, 1912 г. Как мы видели, вполне отчетливая идея этого определения была у него уже в 1902 г., и, по-видимому, именно здесь эта идея появляется впервые, так как в обзоре собственных работ Пуанкаре 1901 г. [96г, т. 3, с. 579] нет никаких следов индуктивного подхода.Если мы обратимся к одной из самых больших предшествующих работ Пу­анкаре об основаниях геометрии (1898 г. [96а]), то и там не найдем никаких намеков на индуктивное определение. Это дает возможность установить время рождения идеи индуктивного определения с точностью до года — 1902 г. Но ес­



топологического понятия размерности 23
ли в статье [96а] нет индуктивного определения, то зато есть нечто не менее интересное. Пуанкаре и здесь ставит вопрос о внутренней (топологической) ха­рактеристике n-мерного пространства, не связанной с конкретной реализацией того, что является элементарным многообразием, а тогда рассматривалось как «совокупность п независимо изменяющихся величин — координат» (см., напр., {96 г, т. 2, с. 13]). Вот каким образом Пуанкаре пытается дать такую харак­теристику:«Представим себе совокупность плоских фигур [wafers], частично накрыва­ющих одна другую таким образом, что плоскость оказывается полностью по­крытой ими; или лучше представим себе что-то аналогичное в пространстве трех измерений. Если бы такие фигуры, налагаясь, образовывали нечто вроде одно­мерной ленты, мы смогли бы распознать это, потому что связь между этими фигурами... подчиняется закону, который можно сформулировать так: если А 
связано одновременно с В, С и D, то D связано с В или С. Этот закон не вы­полнялся бы, если бы фигуры, налагаясь, покрывали плоскость или пространство большего, чем два, числа измерений. Таким образом, когда я говорю, что все­возможные положения образуют совокупность одного измерения или больше, чем одного измерения, я имею в виду, что этот закон выполняется или не вы­полняется. Когда я говорю, что они образуют совокупность двух или трех из­мерений, я просто утверждаю, что выполняются некоторые аналогичные законы» [96а, с. 29].Мы видим, что в 1898 г. Пуанкаре пытается связать понятие n-мерности со свойствами покрытий. Конечно, никаких определенных результатов здесь нет, и если одномерная «совокупность» охарактеризована некоторым образом, то о большем числе измерений сказано только то, что должны выполняться «анало­гичные законы».Понятие размерности, основанное на свойстве покрытий (dim) — минималь­ная кратность сколь угодно мелких покрытий, — считается сейчас главным раз­мерностным инвариантом [3, с. 9, 164]. Как указывают Александров и Пасынков [3, с. 212], «первым математиком, который понял связь между размерностью и кратностью покрытий» (в 1911 г.), был Лебег. Хотя попытка Пуанкаре связать размерность со свойствами покрытий не удалась, само направление размышле­ний могло индуцировать идею Лебега.2.3. РАЗМЕРНОСТЬ ФИЗИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА И ПУАНКАРЕК определению понятия размерности Пуанкаре пришел, рас­сматривая непосредственное восприятие человеком пространствен­ных отношений. Другой важный результат его психологического анализа — вывод об определяющем влиянии внешнего мира на геометрические представления. Пуанкаре неоднократно писал, что существа, ум и органы чувств которых были бы подобны нашим, «могли бы получить от соответственно подобранного внешнего мира такие впечатления, что им пришлось бы построить геомет­рию иную, чем Евклидова, и разместить явления этого внешнего мира ... даже в пространстве четырех измерений» [966].Однако Пуанкаре не был бы физиком, если бы, заинтересовав­шись проблемой размерности, он ограничился психологическим подходом к ней и не поставил вопроса об отношении физики к размерности пространства: «Мы до сих пор становились на точку зрения чисто субъективную, чисто психологическую, или, если угодно психофизиологическую; мы рассматривали только отноше­ние между пространством и нашим чувством. Можно было бы, наоборот, встать на точку зрения физики и задать вопрос: нельзя 



24 Глава 2. Возникновениели локализовать явления природы в пространстве, отличном от нашего, например, двух или четырех измерений?» [9йв, с. 47]. 
И далее следует четкая постановка проблемы: «Законы физики выражаются дифференциальными уравнениями, в этих уравнениях фигурируют три координаты материальных точек. Разве не воз­можно выразить эти законы другими уравнениями, где фигури­ровали бы в этом случае другие материальные точки, имеющие четыре координаты?» (Из этой постановки видно, кстати, что фи­зика навязывает именно параметрическое представление о раз­мерности.)Сразу после формулировки проблемы Пуанкаре перечисляет возможные ответы: «Но, может быть, если это возможно, полу­ченные таким способом уравнения окажутся менее простыми? Или, наконец, если они оказываются такими же простыми, то не отбрасываем ли мы их просто потому, что они противоречат на­шим умственным привычкам?». Пуанкаре по существу предопре­деляет результаты анализа, и поэтому анализа, физического в пол­ном смысле, у него вообще нет. Как мы увидим в гл. 4, физик Эренфест, поставив вопрос о размерности физического простран­ства, дал действительно глубокий анализ, не подгоняя его под заранее подготовленный ответ.При рассмотрении проблемы Пуанкаре использует понятие «параллелизма» (изоморфизма) совокупностей явлений: «Что хо­тим мы сказать, говоря о выражении тех же законов другими уравнениями? Предположим, существуют два мира М и ЛГ; мы можем между явлениями, которые происходят в этих мирах или. которые могли бы в них происходить, найти такое соответствие, что всякому явлению Ф в первом соответствовало бы явление Φz во втором, которое, так сказать, было бы изображением первого. Тогда, если я предположу, что необходимым следствием явления Ф вследствие законов, управляющих миром Λf, оказывается опре­деленное явление Φι и что необходимым следствием явления Ф' (изображения Ф) вследствие законов, управляющих миром Λ4', является Φ'1 — точное изображение явления Φ1, мы можем ска­зать, что оба мира подчинены тем же законам. Нас мало интере­сует качественная природа явлений Ф и Ф'; нам достаточно, чтобы «параллелизм» был возможен».Изоморфизм двух «миров» разных размерностей, который по­пытается доказать Пуанкаре, на само-м деле невозможен; указа­ние на радикальное отличие «физик» в пространствах разных раз­мерностей и есть основной результат Эренфеста.Как пишет Пуанкаре, «достаточно рассмотреть простой случай астрономических явлений и законы Ньютона». Указанный выше изоморфизм он устанавливает тем, что расстояния между двумя звездами (которые только и должны, по его словам, входить в законы небесной механики) заменяются на функции восьми коор­динат двух звезд (в четырехмерном пространстве), и затем сразу 



топологического понятия размерности 25утверждает: «Ясно только, что полученные таким образом уравне­ния окажутся гораздо менее простыми, чем наши обыкновенные уравнения. Конечно, то же произойдет и с законами физики» [96в, с. 49].В этом и проявляется предопределенность ответа, связанная, ло-видимому, с методологической установкой Пуанкаре, которую кратко можно описать следующим образом: геометрическая мо­дель реальности неоднозначна, поскольку в экспериментах имеют дело не с самой по себе моделью, а с сочетанием определенной модели и определенной физической теории; поэтому геометриче­ская модель выбирается из соображений простоты и удобства. В слова «удобство» и «простота» можно вложить и вполне мате­риалистический смысл: удобно и просто то, что выдерживает ис­пытание общественно-исторической практикой. Однако утвержде­ние о существенной неоднозначности геометрической модели, и, в частности, о практической возможности описания одной и той же реальности в геометриях разного числа измерений — именно такое утверждение дает основание говорить о философской, мето­дологической позиции Пуанкаре как конвенционализме.Как же Пуанкаре пытается обосновать то, что физическому пространству можно приписать число измерений, не равное трем? Он опирается на соображение, которое кажется убедительным только на первый взгляд: «Мы наблюдаем не координаты звезд, но только их взаимные расстояния: естественным изображением законов их движения должны быть дифференциальные уравнения, связывающие эти расстояния со временем» [96в, с. 48]. Может быть и «должны», но, как известно, кроме взаимных расстояний в механике Ньютона есть еще и понятие инерциальной системы отсчета, и понятие абсолютного пространства, и связанная с этим невыполнимость принципа Маха. То, что эти элементы ньютонов­ской механики вызывали сомнения у некоторых физиков (включая и Эйнштейна, для которого эти сомнения сыграли и позитивную роль при создании ОТО), не дает основания игнорировать их. Простейший пример дают две материальные точки, связанные гравитационным взаимодействием и находящиеся вначале на за­данном расстоянии — поведение этой системы зависит от того, вращается она или нет.Но Пуанкаре не учитывает еще более важное обстоятельство. Он неявно подразумевает, что при переходе к четырехмерному пространству «закон Ньютона» остается тем же (сила пропор­циональна г-2), так как он говорит только о замене г на функцию от восьми (4×2) координат. Но тогда этот закон не будет порож­даться (линейным) уравнением Лапласа; это приведет к отказу от принципа суперпозиции, от эквивалентности гравитационных полей сферически-симметричной конфигурации и точки с массой, равной массе конфигурации, и т. д. Таким образом, изоморфизм совокупностей явлений не достигнут, что означает и безуспешность 



26 Глава 2. Возникновениефизического анализа проблемы размерности, проводимого Пуан­каре.Если в математических размышлениях Пуанкаре о размерно­сти явственно ощущается подход физика, оказавшийся, как мы видели, плодотворным, то в физическом анализе не менее отчет­ливо виден подход математика, но этот подход оказался, к сожа­лению, не плодотворным.
2.4. ГИПОТЕЗА КВАНТОВ И ПОНЯТИЕ РАЗМЕРНОСТИ 

ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ В 1912 г.Пуанкаре заинтересовался квантовыми идеями, по-видимому^, только в последние год-два своей жизни [96г, т. 3, с. 710], но тем не менее глубоко проник в существо этих идей. Несмотря на тогдашнее (доборовское) состояние квантовой теории, он осознал фундаментальность положения о дискретности множества воз­можных значений физической величины. Участие Пуанкаре в об­суждении квантовых идей видно уже из того, что обстоятельная работа Планка «Физическая структура фазового пространства» [93в, с. 339] — это ответ на некий «каверзный вопрос» Пуанкаре.В статье Пуанкаре 1912 г. «Гипотеза квантов» впервые естест­венным образом (из физики) появляющаяся дискретность стал­кивается с вопросом числа измерений пространства, который, по« словам Пуанкаре (в том же 1912 г.!), «тесно связан с понятием непрерывности и теряет всякий смысл для того, кто пожелает отвлечься от этого понятия».Анализируя путь Планка к спектру теплового излучения, Пуан­каре приходит к выводу, что предположение Планка о возмож­ных состояниях элементарных осцилляторов естественно обобщить*  на любую физическую систему: «Физическая система обладает конечным [точнее было бы сказать, дискретным — авт.] числом различных состояний; она перескакивает из одного состояния в*  другое, не проходя через непрерывный ряд промежуточных со­стояний» [96г, т. 3, с. 555].Обратим внимание на то, какой пример множества состояний приводит Пуанкаре: «Допустим, простоты ради, что состояние системы зависит только от трех параметров, так что мы можем представить его геометрической точкой в пространстве. Ансамбль, точек, изображающих различные возможные состояния, не запол­няет полностью пространство или какую-либо область простран­ства, как обычно предполагается, а представляет собой большое число точек, изолированных в пространстве. Правда, эти точки распределены очень густо, что и создает у нас иллюзию непре­рывности». Что это, как не параметрическое представление о раз­мерности? Несмотря на то что математик Пуанкаре знает о не­корректности параметрического определения, физик Пуанкаре со­вершенно естественно (и, можно даже сказать, наивно) пользуется 



топологического понятия размерности 27параметрическим языком для описания трехмерности простран­ства состояний. Он рассматривает и возможность ,не только «то­чечного», нульмерного множества возможных состояний, но и одно­мерного или двумерного, по-прежнему полагая, что состояние фи­зической системы, зависящей от трех параметров*  естественно изображается точкой пространства.Но может быть Пуанкаре имел в виду только пространство состояний, а не физическое пространство? Это, впрочем, не так уж и существенно, так как «линейка» — физический прибор для измерения расстояния — это тоже физическая система, множество состояний которой должно быть дискретным. Утверждение о дис­кретности множества возможных состояний любой изолированной физической системы, как указывает Пуанкаре, применимо и к Вселенной.«Следовательно, Вселенная должна скачком переходить из од­ного состояния в другое, но в промежутках между скачками она остается неизменной, и различные моменты, в течение которых юна сохраняет свое состояние, нельзя было бы уже отличать друг от друга; мы приходим, таким образом, к прерывному течению времени, к атомам времени» [96г, т. 3, с. 556]. Этими словами за­канчивается параграф, и Пуанкаре переходит к другим вопросам.Обратим внимание на вывод о прерывности времени, об ато- 'мах времени. Но почему только времени? Трудно представить, ’чтобы последовательный релятивист, действительно уверенный гв том, что «пространство и время не являются двумя совершенно различными сущностями, которые могут быть представлены от­дельно, но двумя частями одного и того же целого» [96в, с. 30], мог сказать что-либо новое о времени, не перенося это новое в какой-либо форме (хотя бы в форме вопроса) на пространство. Пуанкаре не ставит вопрос о дискретности пространства и тем самым лишает нас возможности узнать в прямой форме, считал ли он действительно невозможным говорить о трехмерности про­странства, отвлекаясь от его непрерывности [96в, с. 35].Пуанкаре подошел очень близко к представлению о возможной дискретности пространства, а то, что он так и не увидел этой возможности, проливает дополнительный свет на вопрос о роли Пуанкаре в создании релятивистских представлений [44г].
2.5. ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ РАЗМЕРНОСТИПеречислим важнейшие события в истории топологической теории размерности.Идея индуктивного топологического определения размерности появилась у Пуанкаре в 1902 г. и была изложена им на матема­тическом языке в 1912 г.В 1911 г. Брауэр в статье [19а] доказал невозможность взаим- гно-однозначного и взаимно-непрерывного (гомеоморфного) соот­



28 Глава 2. Возникновениеветствия между кубами в евклидовых пространствах Еп и Ek при 
tι^k, т. е. доказал топологическую неэквивалентность евклидовых пространств разных размерностей (здесь размерность понимается «арифметически», по выражению Пуанкаре, или как линейная размерность). Этот результат Брауэра, казалось бы весьма спе­циальный, стал опорным не только для топологической теории размерности, но, в известном смысле, и для топологии в целом. Действительно, если бы оказалось, что при топологическом ото­бражении может не сохраняться размерность геометрических объектов в E1∖ то это означало бы, что класс гомеоморфных пре­образований слишком широк, чтобы иметь содержательные гео­метрические приложения [46, с. 23]. Ведь En и фигуры в нем — одни из самых обычных объектов в математике. В этой связи вспомним замечательный результат Кантора — доказательство теоретико-множественной эквивалентности множества точек квад­рата (или вообще куба в Еп) и множества точек отрезка. Этот результат означал невозможность определить понятие размерности на теоретико-множественном языке.В том же номере журнала, что и упомянутая статья Брауэра, было опубликовано письмо Лебега с формулировкой теоремы: «Если каждая точка n-мерной области D принадлежит по крайней мере одному из замкнутых множеств Eb E2, •••» Ер, число которых конечно, и если эти множества достаточно малы, то общая точка имеется по меньшей мере у п+1 из этих множеств» [73]. Харак­теристическое свойство размерности, указанное Лебегом (и кото­рое пытался сформулировать Пуанкаре еще в 1898 г.), впоследст­вии превратилось в самостоятельное топологическое определение размерности (как минимальной кратности достаточно «мелких» покрытий).В 1913 г. в статье «О естественном понятии размерности» [196] Брауэр превратил идею Пуанкаре в корректное математическое определение, доказал теорему Лебега и с ее помощью доказал топологическую /z-мерность пространства Еп (в смысле индуктив­ного определения).Этой работой завершился первый период в истории топологи­ческой теории размерности. Брауэр, владея общим топологичес­ким определением понятия размерности, тем не менее даже не поставил задачу построения топологической теории размерности. Возможное объяснение состоит в интуиционистской методологи­ческой программме Брауэра [44г].Теорию, основанную на топологическом понятии размерности, создали в начале 20-х годов выдающийся советский математик Г1. С. Урысон и австрийский математик К. Менгер. Они открыли возможность распространить понятие размерности на широкий класс геометрических объектов и «оправдали новое понятие, сделав его краеугольным камнем чрезвычайно красивой и плодотворной теории, внесшей единство и порядок в большую область геомет­



топологического понятия размерности 29рии» [46, с. 22]. (Об Урысоне и Менгере, о роли физики в их математическом творчестве см. [44г, к].) В дальнейшем в резуль­тате интенсивного развития топологическая теория размерности превратилась в одну из центральных областей общей топологии [3].С точки зрения физики (рассчитывающей получить от мате­матики язык, пригодный для описания физической реальности) особый интерес имеет вопрос о взаимоотношении различных то­пологических определений размерности. Мы уже встречались с тремя ind, Ind и dim.Приведем их (нестрогие) формулировки.
Малая индуктивная размерность пространства X (ind X) равна п, если у каждой точки пространства X есть сколь угодно малые окрестности, границы которых имеют размерность п—1 (в смысле ind), но нет сколь угодно малых окрестностей, границы которых имеют размерность <п—1. Начало индуктив­ной цепочки образует то, что размерность пустого множества принимается рав­ной минус единице; ind0=—1.
Большая индуктивная размерность пространства X (IndX) равна п, если для любых его двух непересекающихся множеств найдется п—1-мерное (но не для любых найдется менее чем п—1-мерное) замкнутое множество, разделяю­щее их; Ind0 =— 1.
Размерность пространства X, определяемая с помощью покрытий, (dim X) равна п, если минимальная кратность сколь угодно малых покрытий простран­ства X равна n+1 (кратность данного покрытия — это наибольшее число эле­ментов покрытия, имеющих хотя бы одну общую точку).Хотя совпадение размерностных инвариантов dim, ind и Ind было доказано для обширного класса топологических пространств (и в частности, для произвольных множеств в евклидовых прост­ранствах En), в 40-х годах обнаружилась самостоятельность ве­личин dim, ind, Ind. Были построены конкретные примеры топо­логических пространств, для которых разные токологические оп­ределения давали разные значения размерности [3].

КРАТКИЕ ИТОГИ ГЛАВЫ 2Пуанкаре — представитель классической математики и физики, своими работами подготовивший в большой степени революцион­ное преобразование этих наук. Его деятельность — естественное начало истории современного понятия размерности пространства 
в топологии и физике.Топологическая размерность — фундаментальное понятие для одной из наиболее общих математических структур — имело физико-психологическое происхождение. Время рождения идеи индуктивного топологического определения размерности (с точ­ностью до года) — 1902 г. Этому предшествовала попытка связать размерность со свойствами покрытий.Пуанкаре впервые поставил вопрос о размерности простран­ства как физическую проблему, хотя и не смог дать настоящего физического анализа этой проблемы. Основная причина этого — методологическая (конвенционалистская) позиция Пуанкаре.



30 Глава 2. Возникновение топологического понятия размерностиУже в работах Пуанкаре обнаруживается столкновение дис­кретности, характерной для квантовой физики, и непрерывности, обобщениями которой являются топологические определения раз­мерности.Практически во всех работах Пуанкаре, касающихся вопроса размерности пространства, можно найти элементы параметриче­ских представлений о размерности, по существу навязываемые <физикой, хотя и некорректные в простой теоретико-множественной форме. Это также свидетельствует о несоответствии между по­требностями физики и топологическими определениями размер­ности.Первый период в истории топологической теории размерности, начавшийся с появления в 1902 г. у Пуанкаре идеи первого топо­логического определения размерности пространства, завершился в 1913 г. работой Брауэра, в которой индуктивному определению размерности, данному Пуанкаре в 1912 г., придана корректная форма. На основе введенного определения и с помощью сформу­лированной Лебегом теоремы о свойстве покрытий в Еп Брауэр придает окончательную форму своему результату 1911 г. о не- гомеоморфности евклидовых пространств разного числа измере­ний, доказывая топологическую n-мерность En.Топологическая теория размерности была создана в начале 20-х годов в работах П. С. Урысона и К. Менгера. Дальнейшее развитие теории привело к обнаружению самостоятельности раз­личных топологических определений размерности.Общая литература к главе 2: [2, 11, 506, 84, 96, 97]



Глава 3

ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ ЭЙНШТЕЙНА 
И РАЗМЕРНОСТЬ ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ

3.1. ТОПОЛОГИЯ и МЕТРИКА ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ 
В ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИНесколько упрощая ситуацию, можно сказать, что простран­ство и время в дорелятивистской физике отождествлялись (иногда .неосознанно) с трех- и одномерным евклидовыми пространствами £3 и Е1, и только к концу дорелятивистской эпохи внутри физики возникла (в связи с открытием неевклидовых геометрий) потреб­ность обоснования таких представлений. Предшествовавшие этому отдельные «преждевременные» догадки (в частности, попытка Канта обосновать трехмерность пространства) реально не повлия­ли на развитие физики.После отождествления физического пространства с Е3 и вре­мени с Е1 их изучение, естественно, полностью должно было пере­даться математике. В нерелятивистской физике пространство и время вполне можно было объединить формально в 4-мерное евклидово пространство £4. Эйнштейн подчеркивал, что 4-мер­ность не связана именно с теорией относительности: «Каково от­ношение специальной теории относительности к проблеме прост­ранства? В первую очередь мы должны предостеречь от того мне­ния, что четырехмерность реальности была введена впервые этой теорией. Даже в классической механике «положение» события определяется четырьмя числами...; таким образом, вся совокуп­ность физических «событий» мыслится как бы погруженной в че- Тырехмерное непрерывное многообразие...» [т. 2, с. 753]*.Действительно, пространство Е3 вместе с естественной метрикой Δp2 = J? ∆x∣ и время Ei с «метрикой» ∆p^ = Δ∕2 (и парож- 

f=l,2,3даемыми этими метриками топологиями), как считалось, имеют абсолютный смысл. Поэтому объединение пространства и време­ни в пространство £4 с метрикой, например, ∆p2 = £ Ах? + 
£=1,2,3+ α2∆∕2,rπe а — некоторый параметр с размерностью скорости,, хотя и не имело оснований в физике, но было формально воз­можным. Должен был, правда, возникнуть вопрос о смысле а, но так как топологии, порождаемые такой метрикой с различны­

ми a (≠0, оо), эквивалентны, то, по крайней мере с точки зрения топологии, вопрос не имел бы особой остроты.* В этой главе в ссылках на собрание научных трудов Эйнштейна [141]j указывается только номер тома и страница.



32 Глава 3. Теория относительности ЭйнштейнаВместе со СТО в физику цришло представление о существова­нии фундаментальной постоянной именно с размерностью скоро­сти — скорости света с. Пришло также представление о фунда­ментальности величины (интервала)∆s2 = £ ∆xf- c2∆∕2, (1)
i=l,2,3действительно осознанное только через несколько лет (Минков­ский, 1907), без чего ОТО «быть может, оставалась бы в зача­точном состоянии» [т. 1, с. 559] Содержание специальной теории относительности по существу совпадает с содержанием геометрии пространства-времени, определяемой интервалом (1). Очень су­щественно, что перед c2∆t2 в интервале стоит минус, точнее го­воря, что интервал — знаконеопределенная, или индефинитная, величина, не Цодчиняющаяся неравенству треугольника (геомет­рия, соответствующая метрике (1), называется псевдоевклидовой, или геометрией Минковского). Это обстоятельство вынуждает за­ново рассмотреть соотношение метрики и топологии.Знакоопределенная, или дефинитная, метрика p(p1,P2)—рас­стояние между точками p↑ и рг— это симметричная, -неотрица­тельная функция, подчиняющаяся неравенству треугольника, т. е.а) Р(Р1,Р2)=Р(Р2,Р1)>О;б) p(p1,p2)=O, только если pι=p2', (2)в) для любых трех точек pi, p2, р3Р (Pi, Pz) <Р (Рь Рз) + Р (Рз. Рг) •Существует несколько эквивалентных способов введения топо­логической структуры. Можно задать либо совокупность всех от­крытых множеств, либо базисную систему окрестностей, либо операцию замыкания множества [60].Дефинитная метрика естественным образом порождает (инду­цирует) топологию: «близки» те точки, расстояние между кото­рыми «мало». Выражаясь на математическом языке, можно ввести операцию замыкания множества исходя из дефинитной метрики: точка р принадлежит замыканию множества М, если в М можно найти точки, сколь угодно близкие к р: p(p, p')→0, p,≡M. Ис­пользуя понятие базы, или базисной системы окрестностей, можно • сказать, что дефинитная метрика индуцирует топологию, база которой — всевозможные шары. Кроме того, дефинитная метрика дает естественный размер для области М пространства — ее диа­метр diam Λf = sup p(pι, Р2); Рь P2∈M. (2а)Неевклидова геометрия обобщала евклидову, сохраняя и под­разумевая эти свойства (дефинитной) метрики [Риман, с. 315, 316, 333]. И хотя, как выяснилось позже, дифференциальная геомет­рия может быть построена независимо от предположения о де-



и размерность пространства-времени 33финитности метрики (справедливости неравенства треугольника), введение топологии существенно зависит от типа метрики.
В СТО естественным аналогом двухточечной метрической функ­ции ρ(pbp2) является интервал s(PbP2), выражение (1) для которого справедливо для любых двух точек пространства-времени (не обязательно «бесконечно близких»). Уже рассматривая вы­ражение (1), легко увидеть радикальные отличия дефинитной и индефинитной метрик (в частности, невыполнение неравенства треугольника).Одно из фундаментальных положений, лежащих в основе ОТО— риманова, точнее говоря, псевдориманова геометрия, т. е. понятие интервала

ds2=gikdxidxk. (3)Но здесь уже конкретное выражение для интервала не может считаться заданным раз и навсегда, как в СТО. От функций gtk(x) требуется только локальная приводимость выражения (3) к виду (1) (риманова геометрия локально соответствует евклидовой» псевдориманова — псевдоевклидовой) .Однако и в ОТО есть возможность ввести интегральную двух­точечную функцию, описывающую метрическую структуру прост­ранства-времени:
Рг

∕(P1,P2) = (∫ ds)2, (4)
Р1здесь интеграл берется по геодезической, соединяющей точки Р\ и Р2 (в достаточно малой области произвольного риманова прост­ранства через любые две точки проходит только одна геодезиче­ская [109]). Эту функцию ввел в 30-е годы английский математик Г. Рузе, а ее значение для ОТО особенно внимательно изучал Дж. Синг [109], назвавший ее «мировой функцией» (ом. также [55]). Мы будем называть функцию ∕(Pb Р2) интервалом, учитывая ее прямую связь с локальным интервалом (3) и не обращая вни­мания на io, что ∕(PbP2) —это по существу квадрат интервала. Описание метрической структуры пространства с помощью интег­ральной величины ∕(PbP2) эквивалентно локальному описанию с помощью метрического тензора gik(P) [109]. Эту эквивалент­ность вместе с формулой (3) устанавливает соотношениеgik (Р) = lim Л- -⅛ -⅛- Z (Р, Р'); Р = {√}. (5)

P'→p 2 ∂xt ∂xkДве величины ds2 и ∕(P1,P2) эквивалентны в том смысле, что если задана система координат, то задание одной из этих величин определяет и вторую. »Однако в то время как о ds2 можно гово­рить, только если система координат уже задана, интервал ∕(Λ,p2) имеет смысл и без задания системы координат. Это 



34 Глава 3. Теория относительности Эйнштейнапросто функция пары точек, обладающая определенным набором свойств (пока еще не аксиоматизированным полностью [55]) и в этом смысле должна быть подобна обычной дефинитной метрике (см. (2)). Интервал ∕(PbP2) имеет естественный физический смысл — для ∕<0 /(Pi, Р2) =—τ2(P1, Р2), где τ — собственное время частицы, движущейся свободно из pi в р2 (об операциональ­но-измерительном статусе интервала между конечно удаленными точками пространства-времени см. [83]).Необходимость использовать несколько координатных карт в локальном описании многообразия соответствует неединственности или несуществованию геодезической для некоторой пары точек в интегральном описании.Математика,- изучающая наиболее общие структуры «прост­ранственного» типа, игнорирует, однако, метрику индефинитного типа и метрическим пространством называет только пространство с дефинитной метрикой (2) [60]. Общая концепция метрического пространства появилась в математике в 1906 г. (М. Фреше), а то­пологического — в 1914 г. (Ф. Хаусдорф). Вполне естественно по­этому, что Эйнштейн при создании физической теории простран­ства-времени и тяготения (ОТО) в 1907—1915 гг. не ощущал по­требности в уточнении используемых им (топологических по су­ществу) понятий близости, соседства точек пространства-времени. Он просто упоминает «гауссовское» (по его выражению) обобще­ние геометрии, которое само по себе, конечно, подразумевало де­финитную метрику:«Гаусс предложил метод математического описания любого континуума, в котором определены метрические соотношения («расстояния» между соседними точками). Каждой точке конти­нуума приписывается столько чисел (гауссовых координат), сколь­ко измерений имеет континуум. Способ приписания выбран таким, чтобы он был однозначным и чтобы соседним точкам соответство­вали числа (гауссовы координаты), отличающиеся на бесконечна малую величину. Гауссова система координат явля.ется логическим обобщением декартовой. Она применима также и к неевклидовым континуумам, но лишь тогда, корда малые по отношению к опре­деленному размеру («расстоянию») части рассматриваемого кон­тинуума тем более похожи на евклидов континуум, чем меньше рассматриваемая часть континуума» [т. 1, с. 575].Эйнштейн неоднократно говорил о «малых» и «бесконечно ма­лых» областях пространства-времени. Но даже обычное утверж­дение о близости некоторых геометрических свойств достаточно малой области искривленного риманова пространства к свойствам плоского пространства требует уточнения, когда вместо дефинит­ной метрики используется интервал. «Бесконечную малость» об­ласти пространства-времени можно еще связать с касательным пространством, не говоря о стремлении к нулю каких-то инва­риантных размеров области. Когда же говорят просто о «ма­



и размерность пространства-времени 35лой» области пространства-времени, то без определения размеров области обойтись нельзя. Но определить размеры мешает индефинитность интервала — равенство нулю интер­вала между двумя точками означает, как известно, не совпадение этих точек, а лишь возможность связаГь их светоподобным сиг­налом.Пользуясь интегральным понятием интервала Z(P, P,), можно было бы говорить о размерах пространственно-временной области М в следующем смыс­ле. Введем две характеристики размера М: пространственный диаметр — наи­больший пространственно-подобный интервал, разделяющий точки, принадлежа­щие М, (DiamsΛ4)2 = supZ(P, Р'); Р, Р'еМ; (6а)и временной диаметр — наибольший (по абсолютной величине) времени-по- добный интервал, разделяющий точки, принадлежащие М,
(V⅛mtM)2=→niI(P, Р'); Р, P'∈Λ4. (66)Наибольшую из этих двух величин можно назвать просто диаметром, или раз­мером М: Diam M=max{DiamsΛl, DiamfΛl}. (7)Нетрудно понять, что конечная в введенном смысле область пространства- времени не может содержать в себе светоподобную линию целиком, если в об­ласти есть хотя бы одна точка, не лежащая на этой линии.

Рис. 3.1. Различие дефинитной метрики и интервала.
а — 2-мерное евклидово пространство с метрикой p(p, q):P2(P> (∣) = (Xp-Xg)z+(yp-Уя)2-Область, ограниченная окружностью, — это множество точек, уда­ленных от точки О на расстояние, не большее 1. Любая пара точек в этой области разделена расстоянием, не большим 2.

б — 1 + 1-мерное псевдоевклидово пространство с интервалом Z(P, Q) =—(tp—⅞)2+(*p —Xq)2-«Четыреххвостая» область, ограниченная гиперболами, — это множе­ство точек, удаленных от точки О на интервал, по абсолютной ве­личине не больший, чем 1. В этой области существуют пары точек, разделенные сколь угодно большим интервалом: I(P, Q)→∞.



36 Глава 3. Теория относительности ЭйнштейнаКогда Эйнштейн говорит о введении координат в пространстве- времени, он предполагает, что понятие близости точек (т. е. топо­логия) уже существует: «Я могу перейти от какой-либо точки поверхности к любой другой точке, переходя большое число раз к «соседним» точкам, или, другими словами, переходя от точки к ючке без „скачков”» [т. 1, с. 571]. Он говорит о том, что вводи­мые координаты могут быть произвольными, jH0 обязательно со­гласованными с топологией пространства:«Для описания пространственно-временных областей конечной протяженности нужны произвольные координаты в четырехмерном многообразии, обеспечивающие не что иное, как однозначное обо­значение каждой из точек пространства-времени четырьмя числа­ми, и отвечающие непрерывности этого четырехмерного много­образия...» [т. 2, с. 125].Если (В пространстве задана дефинитная метрика, то, как уже говорилось, нет необходимости вводить топологию независимо. Другое дело — интервал. Взаимоотношение индефинитной метри­ческой структуры с топологической структурой не так просто, и в современных математически оснащенных изложениях ОТО [135] топологическая структура лространства^времени постулируется до введения метрики.Сейчас, правда, известно, что, и основываясь на индефинитной метрической структуре (интервале), можно ввести некоторую то­пологию. Для этого достаточно даже знать не всю метрическую структуру, а лишь ее часть — так называемую причинную струк­туру, т. е. знак интервала для каждой пары точек и ориентацию во времени, задающую «направление из прошлого в будущее»» Базисную систему окрестностей (соответствующей топологии — так называемой 4-топологии (введенной А. Д. Александровым [1а, 135]) — образуют пересечения всевозможных конусов прошлого и будущего. В случае СТО Д-топология совпадает с топологией пространственно-временного многообразия, однако, поскольку в СТО структура пространства-времени полностью и явно опреде­лена, в топологическом описании нет необходимости. В случае же 
ОТО А-топология может не совпадать с топологией многообра­зия [135].С помощью интервала /(Pi, Рг) и основанного на нем понятия диаметра области в псевдоримановом пространстве (6), (7) можно ввести топологию следующим образом.Назовем 6-окрестностью точки Р всякое множество Ω такое, что P∈Ω, DiamΩ<δ и Ω — максимальное множество такого рода (т. е. к нему нель­зя добавить ни одной точки без нарушения этого свойства). Обозначим такие окрестности Ω(Pj 6). В случае дефинитной метрики множество Ω(∕r, 6) — это шар диаметра 6. В случае интервала в п+1-мерном пространстве Минковского Q(P; 6) — это цилиндр Bn(δ)×(0, 6), где Bn<δ) — n-мерный шар диаметра 6; а также всякая фигура, полученная из этого цилиндра с помощью преобразо­вания Лоренца (рис. 3.2).Система окрестностей Ω(P∙, 6) порождает топологию, совпадающую с то­пологией многообразия.



и размерность пространства-времени 37Сам Эйнштейн ни о каких точных конструкциях топологичес­кого характера не говорил, ограничиваясь интуитивным представ­лением о размерах пространственно-временной области, о сущест­вующих в пространстве-времени отношениях близости, соседства точек и г. п.

Рис. 3.2. Различие дефинитной метрики и интервала, а — макси­мальное множество точек в Е2, любая пара из которых разделена расстоянием, не большим 1, diam V=l. б — два максимальных мно­жества точек в М1+1; в каждом множестве любая пара точек раз­делена интервалом, по модулю не большим 1, Diam Ω=Diam Ω,= 1.
3.2. КООРДИНАТЫ И ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИПредставления Эйнштейна о размерности пространства тесно связаны с введением координат:«Пространство представляет собой трехмерный континуум. Это значит, что положение (покоящейся) точки можно описать тремя числами (координатами) и что около каждой точки имеют­ся сколь угодно близкие «соседние» точки, положение которых может быть описано такими значениями координат, которые могут быть сколь угодно близки к координатам исходной точки. Благо­даря последнему свойству мы говорим о «континууме» (непрерыв­ности), а ввиду того, что число координат равно трем, — о его «трехмерности» [т. 1, с. 558].Эйнштейн неоднократно подчеркивал нефизичность координат в ОТО и связывал прогресс в создании этой теории с отказом от попыток физической интерпретации координат. Однако по Эйн­штейну именно координаты описывают топологическую структуру пространства-времени и его размерность.В связи с этим напомним, как изменилось отношение Эйнштей­на к роли и смыслу координат в пространстве-времени при по­строении СТО и ОТО.



38 Глава 3. Теория относительности ЭйнштейнаСпециальная теория относительности исторически начиналась с придания реального физического смысла временной координате (выяснению бессмысленности понятия «абсолютной одновремен­ности») и с уточнения физического смысла пространственных ко­ординат с помощью указания вполне определенной процедуры из­мерения [т. 1, с. 8—2*1].В ОТО окончательный успех, по мнению Эйнштейна, стал воз­можен только после отказа от придания координатам физического (метрического) смысла и признания равноправности «произволь­ных» систем координат: «Постулат относительности в его наиболее общей ферме, которая лишает пространственно-временные коор­динаты физического смысла, приводит с железной необходимостью к вполне определенной теории тяготения, объясняющей движение перигелия Меркурия» [т. 1, с. 451].Отсюда видно, какой трудный путь пришлось пройти Эйнштей­ну [27г, д]: вначале успех пришел в результате придания конкрет­ного физического смысла координатам сопоставлением с опреде­ленной процедурой измерения, а через десять лет успех новой теории оказался связанным с отказом от какого-либо физичес­кого смысла координат и от сопоставления с какой-либо процеду­рой измерения. Координатам оставлялась «лишь» роль описания «непрерывности» пространства-!времени:«координаты выражают только порядок или степень «близо­сти», а следовательно, и размерность пространства, но не выра­жают никаких его метрических свойств» [т. 2, с. 755].Итак, с одной стороны, координаты утрачивают физический смысл, но, с другой стороны, оказывается, что координаты описы­вают понятие близости, т. е. топологию, и одно из самых фунда­ментальных свойств пространства — его размерность. Несмотря на свое отношение к координатам, Эйнштейн именно с координа­тами связывал локальную топологическую структуру пространства- времени. При этом обнаруживается своеобразный логический круг: близость точек, непрерывность (т. е. топологическая структура пространства-времени) описывается координатами, но сами коор­динаты должны вводиться с учетом непрерывности пространства- времени (при современном строгом изложении ОТО этот круг разрывается постулированием определенной топологии [135]).Но что же такое координаты? Эйнштейн, освободив координа­ты от физического смысла, не дает в рамках ОТО никакого кон­структивного способа наделить точки пространства-времени коор­динатами, т. е. ввести систему координат, или провести арифмети­
зацию физического пространства^времени [129]. Эйнштейн даже не обсуждал эту проблему в связи с ОТО, хотя и оставлял координа­там фундаментальную роль. Впрочем, сам Эйнштейн, по-види- мому, не считал эту роль такой уж фундаментальной, говоря, например, что координаты описывают «всего лишь» близость точек.



и размерность пространства-времени 39‘Как известно, арифметизация пространства-времени — весьма нетривиальная проблема в ОТО [86, с. 32—40; 1196, с. 42—47]. С учетом квантовой теории эта проблема, строго говоря, вообще неразрешима [146]. А ведь без арифметизации пространства-вре­мени нельзя говорить и об уравнениях Эйнштейна в обычном смысле. Нужно иметь ^возможность хотя бы одним способом ариф- метизовать пространство-время; после этого произвольные гладкие преобразования этой одной системы координат дадут «полный набор» допустимых систем координат. Проблема арифметизации связана с очень сложными и не решенными до настоящего време­ни проблемами описания системы отсчета, наблюдателя и измере­ний в ОТО. Пока в ОТО не найдена общая процедура построения всех физически измеримых величин в произвольной метрике, и в метриках специального вида (например, в сферически-симметрич- ной метрике Шварцшильда, которая одна по существу и «про­верялась» ,в экспериментах до настоящего времени) строгого обос­нования такой процедуры нет.Возможно Эйнштейн не обсуждал эту проблему потому, что ■считал невозможным достаточно универсальное, естественное вве­дение координат, так как это уже выделяло бы физически некото­рую систему координат или класс систем. А последнее Эйнштейн считал несовместимым с общей ковариантностью, с основными принципами, заложенными в ОТО [т. 1, с. 459].Если с современной точки зрения взглянуть на трудный путь Эйнштейна от физического смысла координат в СТО к отказу от физического смысла координат в ОТО, то можно увидеть, что на самом деле этот отказ не был так уж необходим для построения ОТО. Если существует хотя бы один физически осмысленный способ введения системы координат (а он должен существовать, как уже указывалось), то он и придает физический смысл вводи­мым координатам.В действительности решающим моментом в построении ОТО была геометризация гравитации. Этому соответствовало признание допустимости не произвольной системы координат, а произвольной (3+1-мерной псевдоримановой) геометрии, • точнее говоря, уста­новление взаимосвязи между геометрией пространства-времени и состоянием вещества.Инвариантность «величины» локального интервала ds2 отно­сительно любых (гладких) преобразований координат включается в само математическое определение римановой геометрии. Но от­сюда вовсе не следует, что среди всевозможных систем координат в произвольно искривленном пространстве-времени нельзя указать класс систем координат, имеющих конструктивную геометричес­кую, а следовательно, и физическую интерпретацию (поскольку в ОТО геометрия физически интерпретирована: геодезические — траектории свободных частиц и т. д.). В действительности таких классов систем координат известно даже несколько: нормальные 



40 Глава 3. Теория относительности Эйнштейнакоординаты, оптические координаты, координаты Ферми и т. д. [109].Укажем несколько способов введения в произвольное (псевдо) риманово пространство координат, имеющих инвариантный, метрический смысл, который можно считать и физическим смыслом, хотя такое отождествление отнюдь не тривиально. Метрическими естественно называть такие координаты, которые вводятся с помощью внутренней метрической структуры пространства-времени, т. е. с помощью величины /(Pi, Рг), тесно связанного с ней понятия геодезичес­кой, локального скалярного произведения векторов и т. п.а) 1-координаты [446,д]. Логически наиболее простая метрическая система координат строится с помощью только двухточечного инварианта ∕(P, Q). За­фиксировав в пространстве-времени некоторую (базисную) точку 6, мы для каждой точки Р получаем число x(P)=∕(P, b)∖ это — первая координата. В 4- мерном пространстве нужно зафиксировать 4 (базисные) точки 60, ..., b3i чтобы получить систему координатxr(P)=Z(P, 69, /=0, ..., 3;базис могут образовать любые четыре точки, находящиеся в общем положении. Систему /-координат характеризует набор значений интервалов между точками базиса Bik=I(bi, bh).б) Нормальные координаты [109]. Фиксируется некоторая точка простран­ства-времени Q и в ней ортонормированный репер, т. е. четыре (в 4-мерном слу­чае) взаимно ортогональных единичных вектора ei. Пусть ξft(τ) — геодезическая, соединяющая некоторую точку Р с Q, и τ — произвольный аффинный параметр, обращающийся в нуль в Q. Точке Р сопоставим вектор uk(P)=τ(P) (∂τξft∣ρ), определенный в точке Q и инвариантный относительно остающегося произвола в выборе аффинного параметра (для неизотропной геодезической τ(P) можно считать длиной отрезка геодезической от Q до Р). Нормальные координаты точ­ки Р образуют скалярные произведения
XNi(P)=uk(P)eki.в) Координаты Ферми, порождаемые геодезической [109]. Фиксируется не­которая времениподобная геодезическая С, точка на ней Q и три вектора βα (α=l, 2, 3) в Q, взаимно ортогональные и ортогональные С. Чтобы получить координаты Ферми точки Р, находят геодезическую ξ*(τ),  проходящую через Р и ортогонально пересекающую С. Обозначим эту точку пересечения через Рс и параллельно перенесем вдоль С в точку Рс три вектора e0i. Тогда координата 

xf0(P) — это длина отрезка геодезической QPc, а
xfa(Р) = τ(P) (∂τ^ 1 р c)eaft, τ(Pc) =0.г) D-координаты. Зафиксируем точку Q и четыре геодезических C(i), пе­ресекающиеся ортогонально в точке Q (координатные оси). Опустим из точки Р геодезические перпендикуляры на С(/), пусть эти перпендикуляры пересека­ют С (i) в точках Pc(i). £)-координатами точки Р назовем величины

Xni(P)=HQ, P<w).Каждый из указанных способов построения системы координат осуществим в произвольно искривленном пространстве, поскольку никакие специальные свой­ства у пространства не предполагались. Разумеется, каждая из приведенных си­стем координат, вообще говоря, лишь полуглобальна, но набор одинаково уст­роенных систем координат (привязанных к разным точкам «начала отсчета») мо­жет уже покрыть все пространство.
3.3. СИНГУЛЯРНОСТИ ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ И КООРДИНАТЫС координатами Эйнштейн связывал не только понятие размер­ности, но и еще один важный вопрос — вопрос о сингулярностях 



и размерность пространства-времени 41в ОТО. Проблема сингулярностей, важная во многих отношениях для ОТО (существование и природа начальной космологической сингулярности, вопрос о конечной стадии эволюции достаточно массивной звезды и т. д.),— это по существу проблема структуры пространства-времени в тех областях, где уравнения Эйнштейна теряют смысл. Вопрос о сингулярностях в решениях уравнений Эйнштейна имеет отношение к проблеме пределов применимости ОТО, а для Эйнштейна — к проблеме сочетания дискретной кван­товой структуры вещества и непрерывности поля.Как мы увидим, проблема сингулярностей — пример того, что отнюдь не всякое несовершенство математической компоненты проходит для физической теории без последствий. Отсутствие в рамках ОТО корректного подхода к сингулярностям (такой под­ход появился только в 60-х годах) значительно повлияло и на развитие теории гравитации и на самого Эйнштейна.Несмотря на свое отношение к координатам в ОТО (отказ от их физического смысла), Эйнштейн понимал сингулярность коор­динатным образом, как обращение в ноль или бесконечность ком­понент метрического тензора и определителя У—g [т. 1, с. 648; т. 2, с. 117, 132]. Уже в первом систематическом изложении ОТО Эйнштейн обращает внимание на координатность такого подхода; 
и условие у—g=l, которое он в этой статье использует (хотя оно исключает даже обычную сферическую систему координат в ев­клидовом пространстве), только подчеркивает это [т. 1, с. 471].В заметке 1918 г. Эйнштейн, по-видимому, впервые используя аргументы, связанные с сингулярностями, подвергает сомнению космологическое решение де Ситтера, так как это решение (в ко­ординатах де Ситтера) имеет две сингулярности указанного типа. Одна из сингулярностей, как пишет Эйнштейн, устранима пре­образованием координат, а другую следует считать истинной, «гели не будет доказано противное», т. е. если не будет указано преобразование координат, устраняющее ее [т. 1, с. 647]. Отсюда можно сделать вывод, что Эйнштейн понимал сингулярность про­странства-времени как такую сингулярность компонент метриче­ского тензора и определителя, которая не устраняется никаким преобразованием координат. Этим неконструктивным определе­нием по существу нельзя реально пользоваться. Действительно, даже в случае очень симметричного решения следует рассматри­вать не только преобразования, сохраняющие симметрию (тогда задача была бы обозримой), но и произвольные преобразования.Тем не менее Эйнштейн использовал аргументы, связанные с сингулярностями. Он отвергает интерпретацию некоторого ре­шения как поля двух неподвижных друг относительно друга тел на том основании, что в этом решении g0o обращается в некоторой точке в ноль, и даже не обсуждает устранимость этой «сингуляр­ности» [т. 2, с. 117]. Этот координатный эффект Эйнштейн связы- 



42 Глава 3. Теория относительности Эйнштейнавьет с физикой (несмотря на свою общую позицию по отношению к координатам), указывая на поведение часов в «сингулярной» точке. Поверхность Шварцшильда (и подобные ей) для Эйнштейна (как, впрочем, и для всех физиков на протяжении четырех деся­тилетий) сингулярна [т. 2, с. 424; т. 4, с. 224].Вопрос о сингулярностях был особенно важен для Эйнштейна в связи с его отношением к квантовой теории, ее перспективам и возможностям. В своей последней опубликованной работе он пишет:«Можно ли думать, что теория поля позволит понять атоми­стическую квантовую структуру реальности? Почти каждый отве­тит на этот вопрос «нет». Но я полагаю, что по этому поводу ни­кому не известно ничего достоверного, поскольку мы не знаем, каким образом и в какой степени исключение сингулярностей сокращает множество решений. У нас вообще нет никакого ме­тода для систематического получения решений, свободных от син­гулярностей. По этой причине мы не можем в настоящее время сравнивать с опытом содержание нелинейной теории поля. Здесь может помочь только существенный прогресс в математических методах. В настоящее время преобладает мнение, что теорию поля сначала необходимо перевести «квантованием» в статистическую теорию вероятностей, следуя более или менее установленным пра­вилам. Я вижу .в этом лишь попытку описывать линейными мето­дами соотношения существенно нелинейного характера» [т. 2, с. 873].Как стало известно после теорем Хокинга и Пенроуза о сингу­лярностях [150], желание Эйнштейна отбросить из решений ОТО сингулярные привело бы к тому, что не осталось бы «почти» ни одного решения. Впрочем, эти теоремы имеют дело с уравнениями Эйнштейна в форме, не удовлетворявшей полностью его самого:«...она [ОТО] похожа на здание, одно крыло которого сделано из изящного мрамора (левая часть уравнений), а другое — из плохого дерева (правая часть уравнений)» [т. 4, с. 217].Физики столкнулись с сингулярностью уже в первом нетриви­альном решении уравнений ОТО — в решении Шварцшильда. Впрочем, то, что на протяжении четырех десятилетий считалось наиболее явной сингулярностью — поверхность Шварцшильда, — оказалось вовсе не сингулярностью пространства-времени. Ло­кальная структура пространства-времени на поверхности Шварц­шильда оказалась вполне обычной, ее особые свойства имеют гло­бальный характер.Лишь в 60-е годы возник корректный подход к сингулярностям, основанный на изучении структуры пространственно-временного многообразия с помощью геометрически инвариантных объектов, например, с помощью анализа поведения геодезических [.386; 135]. Наибольшие результаты были получены такими методами при определении сингулярности как геодезической неполноты нерас­



и размерность пространства-времени 43ширяемого пространства. Согласно этому определению, точка А является сингулярной, если геодезическая, «натыкающаяся» на эту точку, не может быть продолжена. Такой подход дает воз­можность не только корректно определить саму сингулярность, но и снабдить ее дополнительной структурой —размерностью син­гулярной области [38а].Чтобы пояснить суть таких конструкций, рассмотрим два мно­гообразия, сделанных из плоскости Е2 с обычной евклидовой гео­метрией: 1) плоскость, из которой удалена одна точка, и 2) плос­кость, из которой удален круг (скажем, радиуса а). Эти два многообразия топологически эквивалентны; в полярных коорди­натах соответствие устроено очень просто: φ' = φ, rf = r—а (это даже диффеоморфизм). Окружность г = а в результате превра­щается в «точку» r' = 0, но ни точка, ни окружность сами не яв­ляются частями многообразий. Как можно зафиксировать разли­чие размерностей «сингулярных областей» в этих двух случаях, оставаясь в пределах самих многообразий? Будем рассматривать поведение геодезических (в данном случае — прямых) — инвари­антных объектов, не зависящих от координатного произвола. Ок­рестностью данной геодезической назовем всякую совокупность геодезических, полученную из исходной изменением (в некоторых пределах) положения точки, через которую проходит данная гео­дезическая, и соответствующего направляющего вектора. Теперь, рассматривая геодезические, натыкающиеся на сингулярную об­ласть, можно увидеть различие двух указанных выше случаев. В первом (плоскость с удаленной точкой) — окрестности любых двух геодезических, натыкающихся на сингулярность, пересекают­ся, а во втором (плоскость с удаленным кругом) — имеются такие геодезические, натыкающиеся на сингулярность, у которых неко­торые окрестности не пересекаются. На этом пути и вводится структура сингулярности пфостранства-времени.Инвариантный подход является по существу чисто геометриче­ским, хотя и был создан физиками или по крайней мере для нужд физики — для теории пространства-времени и гравитации. Только необычностью методов дифференциальной геометрии для физики можно объяснить живучесть старых координатных представлений.Проиллюстрируем ограниченность координатного представле­ния на примере проблемы коллапса в скалярно-тензорной теории гравитации (СТТ)-—еще недавно самом обсуждаемом обобщении ОТО. Заодно мы сможем убедиться, что инвариантные методы полезны и для физических целей.В конце 60-х годов возникло мненйе, что в СТТ (в отличие от ОТО) могут существовать сколь угодно массивные и плотные ста­тические тела. Это утверждение основывалось на статическом сферически-симметричном решении уравнений СТТ в определен­ных координатах, в которых компонента метрики grr обращается в ноль при r = 0 (т. е., казалось бы, в центре), но эта особенность 



44 Глава 3. Теория относительности Эйнштейнаобъявлялась несущественной, поскольку давление и плотность ве­щества при г = 0 остаются конечными*.  Однако исследование син­гулярной области инвариантными методами показывает, что «точ­ка» г = 0 является на самом деле 2+Ьмерной поверхностью [44а]. Модель звезды с таким «неточечным» сингулярным центром, ко­нечно, физически бессмыслена.Инвариантные методы пока не образовали вполне законченную систему. Одна из проблем — выбор среди нескольких возможных инвариантных определений сингулярности [386]. Можно было бы назвать сингулярным нерасширяемое пространство, если оно гео­дезически неполно хотя бы для одной геодезической, но физически интерпретируема, по-видимому, только свето- и времени-подобная неполнота. Тем не менее прогресс, связанный с инвариантными методами, общепризнан, и наиболее яркое его проявление — тео­ремы о неизбежности сингулярностей в классической ОТО, имею­щие особое значение для космологии [386; 150].Инвариантный подход к изучению структуры пространства-времени в ОТО сменил неопределенные координатные представления. Но следует помнить, что сама неопределенность координатных представлений тесно связана с постула­том о принципиальном равноправии произвольных (гладких) координат. «Про­извольность» координат — это, конечно, необходимый элемент математического понятия многообразия, лежащего в основе ОТО. Но с физической точки зрения «произвольная» система координат — объект, для построения которого не да­ется никаких физических интерпретируемых правил, — совершенно эфемерна. С помощью «произвольной» системы координат, никак не связанной с метриче­ской структурой пространства-времени, разумеется, нельзя судить об этой структуре.Однако если система координат сама строится с помощью метрической структуры пространства-времени (а таких способов, как уже говорилось в § 3.2, известно несколько), то можно рассчитывать, что эта система координат окажется полезной для непосредственно координатной характеристики структу­ры пространства-времени и, в частности, его сингулярностей.Такой координатно-метрический подход был бы особенно уместен в связи с упомянутой выше неоднозначностью определений сингулярности, основанных на понятии геодезической полноты. Для риманова многообразия с дефинитной метрикой имеется естественное и однозначное понятие метрической полноты: про­странство метрически полно, если любая последовательность точек в нем {pi} сходится к некоторой точке, лишь только выполнено условие, что расстояние между точками последовательности p(pχ, pN+m) для достаточно большого JVr и произвольного m становится меньше любого наперед заданного числа ε>0. На псевдориманово многообразие с индефинитной метрикой — интервалом — такое определение прямо перенести нельзя.(последовательность точек на одном световом луче может вовсе не сходиться, хотя интервалы между любыми точ­ками этой последовательности равны нулю). Однако с помощью метрических ко­ординат можно и в псевдоримановом пространстве ввести понятие метрической полноты.Воспользуемся, например, введенными в § 3.2 /-координатами, непосредствен­но связанными с метрической структурой (псевдориманова) пространства-време­ни. Последовательность точек {A}, i=l, ...» ∞, в пространстве-времени Rn на­зовем фундаментальной, если хотя бы для одного базиса {6r}, г=1, ..., л, все п * См., например, Саакян Г. С. Равновесные конфигурации вырожденных газовых масс. — М.: Наука, 1972.
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последовательностей hr≈I(br, Pi), г=1, п, являются фундаментальными по­следовательностями чисел (т. е. для любого е>0 существует такое Nt что для произвольного т величина ∣∕rN—∕rN+m∣<ε). Тогда пространство-время можно назвать метрически полным, если любая фундаментальная последовательность его точек сходится к некоторой точке.После того как была доказана неизбежность сингулярного ха­рактера космологических моделей, основанных на классической (неквантовой) ОТО, инвариантный подход в общем-то исчерпал свои возможности для физики. Этот подход положил конец надеж­дам на то, что уже в рамках классической ОТО можно найти решение проблемы начальной сингулярности, например, в виде «отскока» от сингулярности (т. е. регулярного минимума в зависи­мости масштабного фактора от времени). Надежды на то, что микроскопическое, квантовое устройство гравитационного взаимо­действия не существенно для космологии, казалось, имеют осно­вание: ведь Вселенная — это «наиболее» макроскопический объект, существующий во Вселенной. Однако инвариантный подход в рам­ках классической ОТО, изнутри неквантовой теории пространства- времени, показал ограниченность существующих представлений о пространстве-времени. В результате еще более укрепилась уве­ренность в том, что космология требует квантового обобщения ОТО. Впрочем, как мы увидим в гл. 5, сингулярности в класси­ческой ОТО — это не единственный и физически не самый убеди­тельный довод, говорящий о необходимости квантового обобщения ОТО, о необходимости синтеза квантовых и общерелятивистских идей в физической теории пространства-времени.В § 3.1—3.3 анализировались представления Эйнштейна о то­пологии, координатах и сингулярностях в ОТО. Эти представления, как мы видели, нельзя считать корректными с современной точки зрения. В связи с этим возникает общий вопрос, касающийся взаимоотношения математики и физики: сказалось ли математи­ческое несовершенство эйнштейновской формы ОТО на физиче­ской биографии этой теории?С одной стороны, уже сама идея геометризации гравитации и почти следующие из этой идеи уравнения Эйнштейна привели не только к уровню теории, вполне достаточному для ее функциони­рования, но и к тому, что ОТО стала одним из важнейших эле­ментов современной физической картины мира.С другой стороны, математическая незавершенность теории все же не прошла бесследно. Не только много сил было отдано обсуждению некорректного понятия сингулярности, важного для самой ОТО. В известной степени отношение Эйнштейна к кванто­вой теории и его полное переключение на программу теоретико­полевого описания реальности были связаны с математической незавершенностью ОТО. Действительно, неприятие Эйнштейном квантовой программы, чрезвычайно поучительное с точки зрения 



46 Глава 3. Теория относительности Эйнштейнаистории физики и психологии научного творчества, хотя и имело, возможно, вненаучное происхождение [44з], но опиралось и на определенный позитивный идеал физической теории. Этот идеал был связан для Эйнштейна с такими особенностями, как сильный детерминизм, существенно нелинейный характер теории простран­ства-времени, выводимость уравнений движения из уравнений поля, а также возможность использовать понятие сингулярности для описания дискретной, квантовой природы реальности (напри­мер, с помощью принципа отбора несингулярных решений [т. 2, с. 425, 873]). Можно предположить, что если бы Эйнштейну стал известен корректный подход к сингулярностям в ОТО и, в част­ности, теоремы о неизбежности сингулярностей в классической ОТО, то это могло бы подорвать его конкретный идеал и тем самым, возможно, побудило бы обратить большее внимание на квантовую программу.
3.4. ЭЙНШТЕЙН И ЧЕТЫРЕХМЕРНОСТЬ ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИПредставление Эйнштейна о физическом пространстве-времени соответствует математическому понятию многообразия, но не более общим структурам. При математически строгом современном из­ложении ОТО пространство-время считается именно многообра­зием с заданными на нем дополнительными структурами [135]. Размерность многообразия в некотором смысле тривиально свя­зана с размерностью евклидова пространства ЕЛ. Локально много­образие «устроено» в точности как Еп — у каждой точки много­образия есть окрестность, топологически эквивалентная Е".Подход Эйнштейна к размерности можно описать так: сущест­вует «эталон» п-мерности — Ert (напомним, что «существование» такого эталона было математически обосновано Брауэром лишь в 1911 г.), и, устанавливая определенную связь с этим эталоном, можно говорить о размерности пространства вообще. Это не са­мый общий мыслимый подход к размерности пространства, но нужно помнить, что даже в математике более общий подход к размерности по-настоящему был создан Урысоном и Менгером лишь в 1922—1923 гг., т. е. через семь лет после завершения ОТО и спустя несколько лет после ее экспериментального подтверж­дения.Для Эйнштейна утверждение о 3-мерности пространства или 4-мерности пространства-времени означает возможность устано­вить связь между Е3 (Е4) и пространством (пространством-време­нем) таким образом, чтобы эта связь была взаимно-бднозначной и взаимно-непрерывной. Таких в точности слов у Эйнштейна нет, он даже приводил иногда «небрежное» определение и говорил о непрерывности только в одну сторону [т. 1, с. 558], но все же есть у него определение, которое после некоторого уточнения мож­но привести к математически корректному виду:



и размерность пространства-времени 47«Я не стану подробно останавливаться на свойствах простран­ства отсчета, которые приводят нас к пониманию точки как эле­мента пространства, а пространства — как континуума. Я не буду также пытаться глубже анализировать те свойства пространства, которые оправдывают представление о непрерывных последова­тельностях точек, или линиях. Если считать эти понятия и их связь с существующими твердыми телами заданными, то легко выра­зить, что мы понимаем под трехмерностью пространства. Каждой точке можно поставить в соответствие три числа xi, х2, Хз (коор­динаты) таким образом, чтобы это соответствие было взаимно­однозначным, и xi, х2 и Хз менялись бы непрерывно, когда точка пробегает непрерывную последовательность точек (линию)» [т. 2, с. 71.Таким образом, Эйнштейн предполагает существующим свой­ство близости, соседства точек в пространстве.Что же физически означает для Эйнштейна, во-первых, суще­ствующая в пространстве топологическая структура (близость, соседство точек) и, во-вторых, специальный тип этой структуры, допускающий установление достаточно «хорошего» соответствия (локального гомеоморфизма) с Е4? Другими словами, что озна­чает физически 4-мерность пространства-времени?В работах Эйнштейна нет ответов на эти вопросы. Можно только понять, что он считает 4-мерность фундаментальным свой­ством и считает ее неотделимо связанной с «непрерывностью» пространства, с тем, что пространство-время есть «континуум» (см. § 3.5).Фундаментальное значение, которое Эйнштейн придавал 4-мер­ности, проявилось также в его отношении к квантовой теории. Как известно, он не считал квантовую механику окончательной и фундаментальной теорией. Он неоднократно подчеркивал, что не может подкрепить свою позицию точными логическими аргу­ментами, что опирается на «чутье», на «инстинкт физика». Одна­ко один аргумент против окончательности квантового описания. Эйнштейн все же использовал. И этот аргумент связан с размер­ностью пространства. В 1933 г. он пишет: «Но, к сожалению, оно [статистическое толкование квантовой механики] вынуждает нас использовать континуум, размерность которого не является раз­мерностью пространства, применяемого в физике до сих пор (а именно: четырехмерного); размерность этого континуума неограниченно возрастает вместе с ростом числа частиц, состав­ляющих рассматриваемую систему. Не могу не признаться в том, что я придавал этой интерпретации только преходящее значение» [т. 4, с. 185]*.  '
* Отношение Эйнштейна к квантовой теории, как уже говорилось (§ 3.3), отнюдь не исчерпывается этим соображением.



48 Глава 3. Теория относительности ЭйнштейнаТакая ситуация волновала не только Эйнштейна. В 1932 г. Эренфест указал на «глубокий конфликт» квантовой механики с фундаментальным представлением о том, что «прямая первич­ная взаимосвязь осуществляется в природе только между такими величинами, описывающими состояние, которые принадлежат к бесконечно близко расположенным точкам /, х, у, х. Шрединге- ровское уравнение для двух электронов, напротив, требует взаи­мосвязи величин в бесконечно малой области f, xt, y∖, x↑, λ⅛, #2, ^-континуума, в которой V (x1 — x2)2'+ (У1 — У г)2 + (zι — ⅞)2 может быть равно любому количеству километров. Мы должны все время помнить о том, какой необычной теорией дальнодей­ствия является волновая теория Шредингера, если мы хотим со­хранить свою приверженность к четырехмерной теории близко- действия» [142дэ с. 173].На статью Эренфеста ответил Паули, также выразивший неудовлетворенность состоянием теории, может быть даже более глубокую, так как включал в нее проблему собственной энергии. Однако Паули перенес ударение с Зп-мерного пространства на «странное отделение пространства от времени», т. е. на нереляти­вистский характер уравнения Шредингера (релятивистская тео­рия — это обязательно близкодействие, так как в теории обес­печена конечная скорость распространения взаимодействий). Тем самым неудовлетворенность дальнодействием в квантовой меха­нике приняла форму четко поставленной проблемы: построить релятивистскую квантовую теорию. Однако Паули считал воз­можным «получить удовлетворительное решение только при мо­дификации теперешнего понятия пространства-времени» и отме­чал, что эта модификация «преобразовала бы также и понятия «дальнодействие» и «близкодействие», поскольку они существен­но основываются на понятии обычного пространства-времени» [91 г, т. 2, с. 193].Отношение Эйнштейна к факту 4-мерности пространства-вре­мени проявилась и в связи с 5-мерными теориями, оттолкнув в конце концов его от этого направления, потому что пятимерным теориям не удавалось объяснить, «почему континуум очевидным образом ограничен четырьмя измерениями» [т. 2, с. 872] (подроб­нее см. [44г]).Нет свидетельств, что Эйнштейн пытался осознать 4-мерность пространства-времени на более конструктивном физическом уров­не. Он мог, конечно, считать, что о 4-мерности пространства-вре­мени свидетельствует успех физической теории, основанной на таком представлении. В подобном духе он высказывался неодно­кратно, рассматривая результативность теории как важный фак­тор, например: «Только успех может служить оправданием такой попытки приписать физическую реальность основным понятиям римановой геометрии вне области их физического определения» [т. 2, с. 88]. Но, с другой стороны, для Эйнштейна не характерно 



и размерность пространства-времени 49’ограничиться таким неконструктивным ответом. Здесь уместно вспомнить отношение Эйнштейна к квантовой теории, игнорирую­щее ее огромные практические успехи.Невнимание Эйнштейна к проблеме размерности пространства тем более странно, что попытку «расшифровать», перевести на язык физики факт 3-мерности пространства, попытку, глубокую по своему смыслу и по существу первую в истории физики, пред­принял в 1917 г. Эренфест (см. гл. 4) — один из самых близких в то время Эйнштейну людей. Не удается найти каких-либо сви­детельств того, знал ли Эйнштейн об этой попытке; если не знал, то почему, а если знал, то почему не обратил на нее внимание. Эта ситуация кажется особенно загадочной, так как Эйнштейн с его повышенным вниманием к физическому осмыслению про­странственно-временных понятий должен был бы обратить вни­мание на эту попытку физически осмыслить фундаментальное понятие размерности пространства *.В связи с этим отметим, что в первом издании книги М. Джэм- мера «Концепции пространства» (1954 г.), предисловие к которой написал Эйнштейн, не упоминаются работы Эренфеста, хотя в книге рассматривается вопрос о размерности пространства и с математической точки зрения (определения), и с физической (попытки обоснования 3+ 1-мерности пространства-времени). Только во втором издании этой книги (1969 г.) появляется упо­минание о работах Эренфеста: «В последние годы проблема раз­мерности пространства и, в особенности, вопрос, насколько в со­временной физике необходимо предположение о трехмерном про­странстве или четырехмерном пространстве-времени, вновь заняли заметное положение. Некоторые из этих исследований разраба­тывают аргументы Эренфеста 1917 и 1920 гг., которые в то время привлекли незначительное внимание» [51, р. 205].В предисловии к книге Джэммера (самом большом из преди­словий к книгам современников) Эйнштейн, высоко оценивая саму книгу, рассматривает историю понятия пространства как историю развития, противоборства и взаимодействия двух концепций: аб­
* В высказывании Эйнштейна: «Я не буду здесь рассматривать, как поня­тия трехмерности и «евклидовости» пространства могут быть прослежены в срав­нительно простых опытах» [т. 2, с. 746], судя по контексту и по предполагаемо­му (невысокому) физико-математическому уровню читателя имеются в виду действительно простые эксперименты, регистриоующие трехмерность простран­ства в макроскопическом, обыденном опыте. Речь идет, например, о возможно­сти провести из одной точки только три взаимно перпендикулярные линии (реа­лизованные в виде натянутых нитей или световых лучей), или же о необходи­мости именно трех недеформируемых стержней, закрепленных шарнирно, чтобы зафиксировать положение точки.Такие эксперименты действительно просты и в общем-то излишни, чего ни­как нельзя сказать о том эмпирическом, физическом обосновании размерности, которое содержится в работе Эренфеста (см. гл. 4). Это обоснование главным образом направлено на не макроскопический диапазон физических явлений.



50 Глава 3. Теория относительности Эйнштейнасолютное пространство и «пространство как свойство материаль­ных объектов». Эйнштейн считает неизбежным и исторически оправданным как длительное царствование первой концепции, так и победу второй. Эту победу концепции относительного простран­ства он связывает с введением понятия поля и заканчивает пре­дисловие словами, имеющими прямое отношение к проблеме раз­мерности пространства: «...вся физическая реальность может быть представлена в виде поля, компоненты которого зависят от четы­рех пространственно-временных параметров.... Пространственный характер физической реальности обуславливается в этом случае четырёхмерностью поля. В этом случае «пустого» пространства, т. е. пространства без поля, не существует» [т. 4, с. 347]. Эйн­штейн не уточняет выражение «четырехмерность поля», но по сути дела здесь он выделяет четырехмерность как важнейшее свойство пространства-времени и пытается связать это свойство с физикой или даже свести его к физике.
3.5. ДИСКРЕТНОСТЬ В КВАНТОВОЙ ФИЗИКЕ

И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ЧЕТЫРЕХМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ 
В ОТОПредставление Эйнштейна о размерности было очень тесно связано с его представлением о пространстве-времени как о кон­тинууме. Неразделимость понятий размерности и непрерывности была присуща, как мы видели, и взглядам Пуанкаре. Эта нераз­делимость означает по существу чисто топологический подход к размерности, хотя понятия «непрерывность пространства» и «континуум», употреблявшиеся, в частности, Эйнштейном, не имеют в топологии вполне определенного, однозначного вопло­щения.Вот как поясняет понятие «континуум» сам Эйнштейн: «Я мо­гу перейти от какой-либо точки поверхности к любой другой точ­ке, переходя большое число раз к «соседним» точкам, или, дру­гими словами, переходя от точки к точке без «скачков». Чита­тель, по-видимому, достаточно ясно понимает (если только он не очень придирчив), что означают здесь понятия «соседний» и «скачки». Эту же мысль мы выражаем, утверждая, что поверх­ность представляет собою континуум» [т. 1, с. 571]*.  Но даже если 

♦ Эти слова Эйнштейна взяты из «общедоступного изложения» теории от­носительности, предназначавшегося читателям, «не владеющим математическим аппаратом теоретической физики» [т. 1, с. 530]. Однако в «серьезных» работах Эйнштейн не излагает сколько-нибудь подробно свои представления о тополо­гических свойствах пространства и его размерности; например, в основной ра­боте 1916 г., которую он рекомендует для «математического» знакомства с ОТО [т. 1, с. 530], Эйнштейн ограничивается всего лишь примечанием: «Мы не бу­дем здесь касаться некоторых ограничений, вытекающих из требования однознач­ности и непрерывности» [т. 1, с. 459].



и размерность пространства-времени 51быть не очень придирчивым, трудно счесть это описание точным. Не ясно, например, можно ли считать континуумом множество’ En(rat) (множество точек в En, все координаты которых — рацио­нальные числа) или En(rat) (состоящее из точек всех прямых,, проходящих через какие-нибудь две точки En(rat)). Ведь и в «про­странствах» En<rat∖ En(rat) можно переходить от точки к точке так же без скачков (вернее, сколь угодно малыми скачками, точно так же, как в Еп)._Для Эйнштейна понятие «непрерывно­сти» пространства, «континуума» не вызывали потребности глуб­же их анализировать, хотя эти понятия не легче признать физи­чески тривиальными, чем, например, понятие «абсолютной одно­временности».Высказывания Эйнштейна, приведенные в предыдущих пара­графах, также свидетельствуют о прочной связи его представле­ния о размерности с представлением о непрерывности простран­ства-времени. Однако Эйнштейн как физик (точнее говоря, как великий физик) не мог себе позволить «слишком прочную» связь понятий (о вынужденном «эклектизме», или, лучше сказать, «плюрализме» естествоиспытателя он писал в [т. 4, с. 310]).Характерная общая черта методологии Эйнштейна — скепти­цизм к установившимся представлениям, стремление к анализу их реального физического статуса, антиаприоризм. В особенно­сти это относится к пространственно-временным понятиям:«Что является априори несомненным, или необходимым, соот­ветственно в геометрии (доктрина пространства) или в ее осно­ваниях? Прежде мы думали — все, теперь мы думаем — ничто. Уже понятие «отрезок» является логически произвольным: вовсе не обязаны существовать вещи, соответствующие ему даже при­ближенно. Аналогичное замечание можно сделать о понятиях прямой, плоскости, о трехмерности пространства и о справедли­вости теоремы Пифагора. Даже доктрина континуума никоим об­разом не дана нам в природе человеческого мышления, так что с точки зрения теории познания чисто топологическим соотноше­ниям нельзя придавать большего значения, чем другим соотно­шениям» [т. 2, с. 238].Реальные причины для сомнений в «доктрине континуума» давала квантовая физика: «... введение пространственно-времен­ного континуума может считаться противоестественным, если иметь в виду молекулярную структуру всего происходящего в ми­кромире. Утверждают, что успех метода Гейзенберга может быть приведен к чисто алгебраическому методу описания природы, т. е. исключению из физики непрерывных функций. Но тогда нужно будет в принципе отказаться от пространственно-времен­ного континуума. Можно думать, что человеческая изобретатель­ность в конце концов найдет методы, которые позволят следовать этому пути. Но в настоящее время такая программа смахивает 



52 Глава 3. Теория относительности Эйнштейнана попытку дышать в безвоздушном пространстве» [т. 4, с. 223]; «Можно убедительно доказать, что реальность вообще не может быть представлена непрерывным полем. Из квантовых явлений, по-видимому, следует, что конечная система с конечной энергией, может полностью описываться конечным набором чисел (кван­товых чисел). Это, кажется, нельзя совместить с теорией конти­нуума и требует для описания реальности чисто алгебраической теории. Однако сейчас никто не знает, как найти основу для та­кой теории» [т. 2, с. 873].Особенно выразительно Эйнштейн описал свою позицию в свя­зи со статьей К. Менгера [1949], поставившего под сомнение пред­ставления о физическом пространстве как о континууме:«Для построения современной теории относительности суще­ственно следующее:1. Физические объекты описываются непрерывными функция­ми — параметрами поля, зависящими от четырех координат. Если топологическая связность сохраняется, то выбор этих координат произволен.2. Переменные поля являются компонентами тензора. Среди этих тензоров имеется симметрический тензор gik для описания гравитационного поля.... Рассматривая квантовые явления, мы начинаем подозревать, что могут появиться сомнения в окончательной целесообразности программы, коротко характеризуемой предложениями (1) и (2). Можно усомниться только в предположении (2) и, таким обра­зом, поставить вопрос о том, нельзя ли адекватно сформулиро­вать законы с помощью дифференциальных уравнений, не отбра­сывая утверждения (1). Мне кажется (думаю, что мою точку зре­ния разделяет и д-р Менгер), что еще проще предпринять более радикальную попытку и отказаться от предположений (1) и (2). Пока нет новых понятий, обладающих достаточной созидательной силой, приходится довольствоваться одними лишь сомнениями. Таково, к сожалению, мое положение. Я придерживаюсь пред­ставлений о континууме не потому, что исхожу из некоторого предрассудка, а потому, что не могу придумать ничего такого, что могло бы органически заменить эти представления. Каким образом следует сохранить наиболее существенные черты четы­рехмерности (хотя бы в некотором приближении), если отказаться от представлений о непрерывности?» [т. 4, с. 312].Эйнштейну не удалось найти «органическую замену» пред­ставлениям о непрерывном пространстве-времени (он, по-видимо­му, и не искал по-настоящему, считая не пройденным до конца путь геометризованной единой теории, основанной на непрерыв­ности и строгой причинности). Не удалось построить физическую теорию, воплощающую гипотезу дискретного пространства или более общую идею фундаментальной длины, и многим другим 



и размерность пространства-времени 53физикам, видевшим физическую ограниченность непрерывной мо­дели пространства-времени (см. гл. 5, 7 и [14, 31, 61а]).Мы не будем говорить обо всей в целом проблеме фундамен­тальной длины, а ограничимся тем ее аспектом, который соответ­ствует вопросу Эйнштейна:
«Каким образом следует сохранить наиболее существенные 

черты четырехмерности (хотя бы в некотором приближении), если 
отказать от представлений о непрерывности?»Этот вопрос можно воспринимать как постановку задачи перед математикой и теоретической физикой: научиться описывать дис­кретные структуры, о которых, тем не менее, можно было бы говорить как о четырехмерных в определенном смысле. По суще­ству речь идет о том, чтобы ввести понятие размерности не на топологическом языке.Чтобы обсудить возможность решения этой задачи, вернемся к уже введенным «почти» непрерывным моделям пространства E3(rat) (множество всех таких точек Е3, у которых координаты — рациональные числа) и E3(rat) (множество всех точек Е3, распо­ложенных хотя бы на одной прямой, проходящей через две точки E3<rat). Введем еще в рассмотрение заведомо дискретные модели пространства: Do (а) — множество точек Е3, образующих куби­ческую решетку с шагом а\ аналогично, D? (а) и D3(fl) множе­ства параллельных прямых и плоскостей Е3, расположенных с шагом а.Физическая интуиция не может примириться с тем, что в топологическом смысле пространство E3(rat)— нульмерно, g3(rat)— одномерно, a D3 (а) — n-мерно независимо от величи­ны а. С физической точки зрения кажется, что D3 (а) при α→0 должно приближаться по своим свойствам, и в частности по раз­мерности, к Е3; E3(rat) и g3(rat) каЖуТСЯ вообще «физически» неотличимыми от Е3.На каком же языке следует выражать факт четырехмерности пространства-времени?«Смысл утверждения, что мир имеет четыре измерения, не так ясен, как это может показаться... Когда говорят, что мир имеет четыре изменения, то здесь неявно содержится указание на некоторое соотношение порядка. По-видимому, этим соотноше­нием является интервал, хотя я не имею полной уверенности в том, что достаточно этого одного отношения без некоторого соотношения, соответствующего понятию близости: дело в том, что если интервал между двумя событиями мал, то это не значит еще, что события обязательно близки одно к другому в обычном смысле слова», — это высказывание Эддингтона 1920 г. [1406, с. 185] не только ясно указывает на проблему связи метрической и топологической структур в случае индефинитной метрики. Эд­



Г4 Глава 3. Теория относительности Эйнштейнадингтон также выдвигает совершенно естественное предположе­ние о том, что факт четырехмерности можно выразить с помощью понятия интервала *.  Действительно, основной объект изучения 
ОТО — метрическая структура пространства-времени. Поэтому вполне естественно, чтобы и размерность пространства-времени была выражена на метрическом языке. Возможно ли это?Положительный ответ на этот вопрос будет дан в гл. 6 и 7. В седьмой главе этот ответ дается в рамках римановой геомет­рии ОТО, т. е. в предположении непрерывной структуры про­странства-времени; при этом окажется, что выраженная на мет­рическом языке размерностная структура пространства-времени в ОТО дает новые возможности, в частности, для построения законов сохранения в ОТО. В шестой главе метрический подход к размерности позволит выйти за рамки предположения о непре­рывной структуре пространства-времени; введенное там понятие размерности позволит, в частности, удовлетворить ожидания фи­зического здравого смысла в отношении дискретных моделей типа E"(rat), E"(rat), D√l(α).Используемый в гл. 6 и 7 метрический подход к размерности реализует параметрическое представление о размерности, но спо­соб параметризации точек пространства ограничивается только метрической формой. Если в пространстве-времени задан интер­вал ∕(Pι,P2), то размерность характеризуется тем, сколько точек необходимо зафиксировать, чтобы положение любой точки можно было определить с помощью задания значений интервала от этой точки до зафиксированных точек.Параметрический подход к размерности может быть реализо­ван не только на основе идеи метрической зависимости, но и в более общем случае, опираясь только на причинную структуру пространства-времени. Такое обобщение, в частности, может пред­ставлять интерес для существующего в математике направления «Аксиоматическая теория относительности» (см., например, об­зор [49]). Это направление, особенно продвинутое в работах 
А. Д. Александрова, стремится выявить минимальный набор ак­сиом, достаточный для дедуктивного построения теории относи­тельности (прежде всего СТО)’. Согласно А. Д. Александрову, пространственно-временная структура мира сводится к его при­чинно-следственной структуре. Такое сведение имеет не только глубокий философский и физический смысл, но также дает осно­* Внимание Эддингтона к понятию размерности пространства-времени не удивительно, если учесть дальнейшую эволюцию его исследовательской програм­мы, направленной на создание фундаментальной теории, в которой все безраз­мерные физические константы были бы выводимыми. При этом исходным ока­зывалось именно число 4 — размерность пространства-времени. В частности, по­средством довольно неопределенных рассуждений Эддингтон получал значение постоянной тонкой структуры из размерности пространства-времени: l∕α = = 1∕2n2(n2+ 1) +1 = 137 при п = 4.



и размерность пространства-времени 55ву для математической аксиоматизации. В качестве первичных понятий берутся понятия «событие» и «область воздействия со­бытия», т. е. κoμyc⅛ будущего (можно использовать эквивалент­ным образом и конусы прошлого). При этом, однако, факт четы­рехмерности пространства-времени считается топологическим с самого начала. Беря за основу отношение воздействия, или при­чинного следования, было бы естественно и факт четырехмерно­сти постулировать на таком же причинном языке. Возникает задача «заменить положение о четырехмерности пространства-вре­мени каким-либо постулатом, характеризующим, отношение воз­действия событий пространства-времени» [49, с. 76]. Если в пред­ложенном метрическом подходе к размерности ограничиться толь­ко нулевыми интервалами, нетрудно сформулировать условие, эквивалентное топологической четырехмерности, но выраженное на «причинном» языке: поверхности произвольных четырех кону­сов (областей воздействия), ни один из которых не лежит цели­ком в другом, пересекаются в одной точке.
КРАТКИЕ ИТОГИ ГЛАВЫ 3Представления о пространстве и времени, возникшие в рам­ках СТО и ОТО, вследствие индефинитного характера метрики радикально меняют соотношение метрических и топологических свойств пространства-времени. Особое значение эта проблема приобретает в ОТО из-за принципиально различного характера координат в СТО (где они операционально определены) и в эйн­штейновской форме ОТО (с «произвольностью» координат). Пред­ставления Эйнштейна о топологии и координатах содержали логи­ческий круг: топология описывается координатами (близость то­чек соответствует близости координат), а координаты должны вводиться с учетом «непрерывности», топологии пространства. В современной форме ОТО этот круг разрывается постулирова­нием топологии.Представление Эйнштейна о пространстве-времени соответст­вует математическому понятию многообразия, и поэтому для него достаточным оказалось параметрическое представление о размер­ности евклидова пространства Еп как «эталоне» n-мерности. Для Эйнштейна фундаментальное значение имела четырехмерность пространства-времени. Это проявилось, в*  частности, в его отно­шении к пятимерной теории поля, а также в одном из немногих «логических» аргументов против фундаментальной квантовой ме­ханики.Развитие квантовой физики привело к сомнениям в обычной непрерывной пространственно-временной картине. В связи с этим Эйнштейн допускал возможность «чисто алгебраического» по­строения теории, которое сопровождалось бы отказом от непре­рывности пространства. Однако понятие размерности для Эйн­



56 Глава 3. Теория относительности и размерность пространства-времеништейна (так же как для Пуанкаре и для топологии вплоть до наших дней) тесно связана с понятием непрерывности, является специализацией этого понятия. Поэтому возможность отказа от непрерывности пространства-времени Эйнштейн встречает вопро­сом: как сохранить в этом случае четырехмерность? Это говорит не только о фундаментальном значении четырехмерности для Эйн­штейна, но и ставит вполне определенную задачу перед матема­тикой и теоретической физикой — найти подходящий язык для описания размерностной структуры пространства-времени.Общая литература к главе 3: [1, 27, 39а, 49, 60, 70, 109, 1236, 124, 1351



Глава 4

ФИЗИЧЕСКИЙ СТАТУС ПОНЯТИЯ 
РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВА, 

ВЫЯВЛЕННЫЙ ЭРЕНФЕСТОМ

4.1. ТРЕХМЕРНОСТЬ ПРОСТРАНСТВА 
И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ЗАКОНЫ ФИЗИКИФакт трехмерности пространства был хорошо известен (можно сказать, всем) с древнейших времен. Было ясно также, что этот факт характеризует одно из фундаментальных свойств материаль­ного, физического мира. Однако, возможно именно из-за своей всеобщей известности и очевидности, в этом факте не видели осо­бого физического содержания. Не было даже отношения к трех­мерности пространства как к физическому факту, отношения, предполагающего (так же, как и в случае любого другого физиче­ского факта) экспериментальное подтверждение. А поскольку речь шла о факте, имеющем количественное выражение, то надо было говорить даже не просто об экспериментах, а об измерениях.Впрочем, если иметь в виду только макроскопические явления, то эмпирический характер имело уже наблюдение такого (бытово­го) типа, что все реальные физические тела имеют длину, ширину и глубину. Нетрудно также предложить более научные формы подобных эмпирических подтверждений: например, упомянутая Галилеем возможность провести .только три различные взаимно перпендикулярные (физические) линии к одной (физической) точке, или необходимость и достаточность трех чисел для одно­значной фиксации положений точек в пространстве (с помощью конкретно описанной физической процедуры). Поскольку до 20 в. интересы физики ограничивались в основном макроскопическими явлениями (если не считать небесной механики), то «невнима­тельное» отношение к факту трехмерности можно было считать вполне оправданным.Однако в начале 20 в. положение существенно изменилось. Физика активно устремилась за пределы области макроскопиче­ских явлений: квантовая теория — в микромир, общая теория от­носительности — в мегамир. Теперь уже, по отношению к новым областям физических явлений, вопрос об эмпирической обоснован­ности трехмерности не мог быть поставлен и решен так же просто. Впрочем, еще в 19 в., когда атомистическая теория строения ве­щества входила в физику, Максвелл подчеркивал «макроскопиче­ские» корни уверенности в трехмерности:«Есть люди, которые не могут освободиться от мнения, что всякая материя протяженна в длину, ширину и глубину. Это —
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58 Глава 4. Физический статус понятия размерности1предрассудок..., вытекающей из нашего опыта над телами, состоя­щими из безмерного множества атомов» [78, с. 125].Однако мало указать на границы эмпирической обоснован­ности и экстраполяционный характер утверждения о трехмер­ности. Надо еще найти способы выяснения размерности прост­ранства при расширении области изучаемых физикой явлений. Эта заслуга принадлежит П. Эренфесту (1880—1933).В 1917 г. в «Трудах Амстердамской академии» была опубли­кована статья Эренфеста «Каким образом в фундаментальных за­конах физики проявляется то, что пространство имеет три измере­ния?» *.  В 1920 г. несколько измененный вариант этой статьи под названием «Какую роль играет трехмерность пространства в фун­даментальных законах физики?» появился в «Annalen der Physik»4Эренфест по существу исследовал чувствительность поведения некоторых простых, но вместе с тем фундаментальных физических систем к значению размерности пространства. Он рассмотрел пла­нетарную систему, боровский спектр атома и волновой процесс. В результате он обнаружил такие различия случаев разной раз­мерности, которые сделали возможным прямое сопоставление с наблюдениями и обоснование трехмерности от атомных до астро­номических масштабов.Считая источником физических законов в n-мерном пространст­ве En уравнение Лапласа (или Даламбера) в этом пространстве и ньютоновские законы динамики (к вопросу о «физике» в En мы еще вернемся), Эренфест обнаружил следующие различия случаев разной размерности:1) только в Е3 возможны и устойчивое финитное, и инфинитное движения; в Е2 инфинитное движение невозможно; в Ел при n∙>3 финитное движение неустойчиво;2) спектр атома в En при n≠3 радикально отличается от трех­мерного;3) только в Е3 возмущение поля распространяется «концентри­рованно», а само поле определяется плотностью заряда (см. § 3 статьи Эренфеста).Из введения к статье Эренфеста следует, что сам он не считал вопрос исчерпанным и даже не считал его удовлетворительно по­ставленным. По существу эренфестовское исследование выявило' конкретные основания для уверенности физиков в трехмерности пространства по отношению к достаточно широкому диапазону физических явлений. Но, что более важно, это исследование дало образец физического обоснования размерности пространства при дальнейшем расширении области явлений, изучаемых физикой.Через два с небольшим года после статьи 1917 г. Эренфест на­правляет в «Annalen der Physik» сокращенный примерно на треть 
* Перевод этой статьи помещен в конце книги. В дальнейшем предполага ется, что читатель знаком с ее содержанием.



пространства, выявленный Эренфестом 59вариант этой статьи, добавив лишь несколько новых замечаний.В качестве повода для этой публикации он упоминает выска­зывание Г. Вейля о 4-мерности пространства-времени. Вейль [(1918) 1979] в связи со своим вариантом единой теории поля, в которой электромагнитный вектор-потенциал получил геометри­ческую интерпретацию, указал на выделенность 4-мерности прост­ранства-времени, связанную с тем, что только в 4-мерном мире действие для электромагнитного поля с «максвелловским» лагран­жианом конформно инвариантно. А конформная инвариантность в теории Вейля заменяла обычную ковариантность ОТО.В статье 1920 г. Эренфест уже не ставит цель выделения син­гулярных свойств трехмерной геометрии (впрочем, в статье 1917 г. было указано только одно подобное свойство — «дуализм» вра­щений и трансляций), а ограничивается физикой. За подробностя­ми он отсылает к статье 1917 г. В заключительных замечаниях он подчеркивает, что размерность пространства проявляется практи­чески во-всей физике. С трехмерностью, например, связаны чет­верка в законе Стефана — Больцмана и тройка в законе Вина.Прежде чем обсуждать место и роль этой работы Эренфеста в истории физики, вернемся к вопросу о физике в n-мерном прост­ранстве.
4. 2. КАКОЙ ДОЛЖНА БЫТЬ n-МЕРНАЯ ФИЗИКА?Когда Эренфест выводит n-мерный закон притяжения из п-мер- ного уравнения Лапласа, он не обосновывает специально такой способ получения n-мерной физики. Однако этот способ вовсе не самоочевиден — Пуанкаре по крайней мере его «не видел» (см. §2.3).Что по существу сделал Эренфест? Он рассмотрел совокуп­ность «пространств» En, отличающихся одним параметром — раз­мерностью. Конечно, эта совокупность не исчерпывала все геомет­рические структуры, носящие с большим или меньшим правом на­звание «пространство»; достаточно указать на римановы прост­ранства, уж не говоря об общих метрических и топологических пространствах. Однако совокупность {En} выгодно выделялась тем, что для каждого пространства из этой совокупности можно было естественно предложить совершенно определенную «физи­ку», по' крайней мере ее фундаментальную часть. Действительно, .лежащие в основе физики дифференциальные уравнения, будучи записанными в ковариантной форме, легко допускают обобщение с Е3 на En. Для этого надо в соответствующих суммах число сла­гаемых заменить с 3 на п (выражение для радиус-вектора, лап­ласиан, даламбертиан). Форму фундаментальных уравнений физи­ки «естественно» оставить прежней: уравнения Лапласа и Далам- бера (волновое уравнение), «законы Ньютона», квантовый посту­лат Бора.



€0 Глава 4. Физический статус понятия размерностиВ обычной сейчас вариационной форме задания фундаменталь­ных физических законов такое обобщение можно осуществить еще проще. Рассмотрим, например, простейший случай действия для скалярного безмассового поля <Л — ∫ LdΩ с лагранжианом
L = φ,*φ<  где φ,⅛ ≡ ∂q∕∂xk.Ясно, что размерность пространства учитывается в этом выра­жении только в множестве значений, которые принимает k (в 3+1-мерном случае ⅛ = 0, 1, 2, 3). Таким образом, приведенное выражение для действия позволяет получить соответствующую часть физики (физику скалярного безмассового поля) в прост­ранстве любой размерности, точнее говоря, в евклидовом (а при общековариантном понимании квадрата градиента и в римановом) пространстве любой размерности.' По существу так и поступил Эренфест, взяв за основу физики уравнение Пуассона или Даламбера, математически эквивалентное вариационному принципу' с описанным выше действием (и с есте­ственным обобщением на другие поля). Здесь на первый взгляд возможно возражение, что такая процедура — просто «линейная» экстраполяция, что с тем же правом можно представить себе об­щий лагранжиан в виде, например,

L = (<W∙kV'-3 + GV - 4) 4Wife(где АГ — размерность пространства-времени), также переходя­щий в обычный лангражиан в случае 4-мерного пространства-вре­мени. IВ ответ на это (такого ответа, впрочем, нет у Эренфеста) сле­дует заметить, что Эренфест не просто придумывал какую-то фи­зику в каком-то пространстве — такая «физика» действительно могла бы быть совершенно произвольной. Проблема ставится иначе. Надо выяснить, на чем основана уверенность физиков в. том, что реальное физическое пространство, действительно трех­мерно, т. е. что все множество известных физике явлений (вклю­чая атомные и астрономические) наилучшим образом описывается 
с помощью модели пространства Е3. А раз речь идет о совокуп­ности конкретных явлений, возможность выбора лагранжиана, разумеется, сильно ограничена. Такими ограничениями являются известные свойства физических явлений, не требующие для своей формулировки определенного значения размерности пространства. Так, например, известный в электромагнетизме и механике прин­цип суперпозиции с необходимостью свидетельствует о линейности уравнений (и, стало быть, о квадратичности лагранжиана). Тот факт, что для задания «движения» системы достаточно знать только начальные «положения и скорость» (это относится не только к механике, но и к теории поля), говорит о том, что диф­ференциальные уравнения, описывающие данную систему, долж­ны быть не выше, чем второго порядка (т. е. в лагранжиан долж­



пространства, выявленный Эренфестом 61ны входить производные не выше первого порядка). Эти ограни­чения приводят как раз к «обычному» лагранжиану.Правда, по поводу этих ограничений можно было бы сказать, что они не могут быть полным и строгим обоснованием вида лаг­ранжиана, так как связаны с определенным диапазоном явлений, ограниченным, в частности, по характерным пространственно-вре­менным масштабам. Однако ограниченность эмпирического базиса в «данный» момент — обычная ситуация для науки.Важно именно то, что в эту «обычную ситуацию» с помощью статьи Эренфеста оказалось вовлеченным фундаментальное поня­тие размерности пространства, до этого находившееся по существу в состоянии априорности. В статье Эренфеста нет анализа поня­тия размерности пространства, нет никаких «метафизических» за­мечаний об этом понятии. Однако если бы физик захотел ответить на вопрос, что физически означает трехмерность реального прост­ранства, то он должен был бы начать с анализа, подобного эрен- фестовскому.Весьма характерно отличие подходов Эренфеста и Пуанкаре (см. § 2.3) к вопросу «физика и размерность». Пуанкаре стремил­ся реализовать свою конвенционалистскую установку, показать физическую равноправность пространств любой размерности и «только удобство» трехмерного пространства. В результате — по­верхностный и физически несостоятельный анализ закона всемир­ного тяготения в предположении отличной от 3 размерности прост­ранства. Исходный и неизменный факт для Пуанкаре — обратная пропорциональность квадрату расстояния в законе тяготения, и переход к пространству другой размерности для него лишь меняет выражение расстояния между телами через координаты. Он не ви­дит, что закон r~2 в En при n≠3 несовместим со всей остальной, (даже только гравитационной) физикой: с принципом суперпози­ции, с эквивалентностью сферического распределения масс и ма­териальной точки с массой, равной полной массе распределения иг находящейся в центре, и т. д.Пуанкаре не учитывал, что физика не может дополнить лю­бую геометрию так, чтобы их комбинация была правильной тео­рией. Его замечание о том, что на опыте проверяется только*  сумма «физика + геометрия», правильно, и, следовательно, некото­рый конвенциональный элемент всегда существует в физике. Однако сравнение позиций и результатов Эренфеста и Пуанкаре наглядно демонстрирует, что полного конвенционализма на самом деле нет. Еще яснее'это было бы видно, если бы Пуанкаре рас­смотрел не 4-, а 2- или 1-мерное пространство, как допустимую модель реальности. Какая физика «в сумме» с одномерной гео­метрией была бы равна «сумме» обычной физики с трехмерной геометрией?Анализ Эренфеста не основывается на такой предвзятой пози­ции. И если бы Эренфест обнаружил, допустим, что спектр водо­



62 Глава 4. Физический статус понятия размерностирода точнее согласуется с наблюдениями в предположении какой- то отличной от трех размерности, то это могло бы дать ему осно­вание предположить эту другую размерность пространства в атом­ных масштабах. Конечно, такое предположение потребовало бы ответа на вопрос: «Как согласовать эту «другую» размерность с макроскопически несомненной трехмерностью?» Исследование Эренфеста не затрагивает этот вопрос; тем самым неявно пред­полагается, что и без конкретной реализации такого согласования рассмотрение имеет смысл.Историческое значение работы Эренфеста, несложной по сво­ему математическому аппарату, но глубокой по смыслу, состоит в следующем. Поставив вопрос о смысле трехмерности и соотнеся ее с конкретными физическими явлениями, Эренфест тем самым установил границы, ъ которых трехмерность имеет конкретное фи­зическое обоснование и вне которых она оказывается лишь пред­положением. В анализе Эренфеста границы сверху определялись масштабами Солнечной системы, а снизу — атомными масшта­бами. Вне этих границ вопрос оставался открытым. Таким обра­зом, размерность пространства с помощью работы Эренфеста ста­новится физическим понятием.Ни современники Эренфеста, ни физики последующих десяти­летий не увидели подлинного значения его работы. Это связано с тем, что статья Эренфеста безусловно опередила свое время — до сих пор в физике почти не ощущалась жесткость рамок абсо­лютной трехмерности. Только в недавнее время начали появлять­ся признаки изменения такого положения (см. гл. 6, 8). Однако если перед физикой действительно встанет вопрос об эмпирическом статусе факта трехмерности пространства, тогда необходимо будет вспомнить, что впервые путь к установлению такого эмпирического статуса, путь к расшифровке, переводу понятия трехмерности про­странства на язык физики увидел Эренфест.Анализ Эренфеста был распространен в дальнейшем на рима- ,нову* геометрию [115], а боровское квантование было заменено анализом уравнения Шредингера [115, 48].
4.3. ПРЕДПОСЫЛКИ РАБОТЫ ЭРЕНФЕСТАВ историко-научных исследованиях статья Эренфеста о трех­мерности пространства до сих пор обходится’вниманием. И это * У Эренфеста есть вообще-то замечания о справедливости его результатов о движении планет при учете неевклидовости геометрии. Ссылаясь на книгу Либмана (1912), он пишет, что учет кривизны пространства в законе гравита­ции приводит в трехмерном неевклидовом пространстве к замкнутым планетным орбитам в случае эллиптического движения. Как известно, в ОТО ситуация со­вершенно другая, так как замкнутыми могут быть только круговые орбиты. В данном случае Эренфест под неевклидовой понимает, конечно, риманову гео­метрию постоянной кривизны, т. е. геометрии Лобачевского и Римана, а не решение Шварцшильда ОТО.



пространства, выявленный Эренфестом 63не случайно. На первый взгляд кажется, что и к этой работе отно­сятся слова Эренфеста из его писем, адресованных А. Ф. Иоффе: «... все, что я до сих пор сумел сделать, основывалось на любви к головоломкам, интересе ко всяким парадоксам, а. не на стремле­нии сделать что-либо «значительное»»; «... в отличие от тебя, Рит­ца, Эйнштейна и даже Дебая, у меня нет главных и солидных идейных направлений, нет «собственной проблемы», а так, только «забавные задачки»...» [142е, с. 115, 120]. В этих словах неодно­кратно выражавшаяся Эренфестом (и в общем-то необоснован­ная) неудовлетворенность недостаточной фундаментальностью*  своих исследований [Френкель, 1977, с. 158].Однако работа 1917 г. все же не случайна как для общего со­стояния физики того времени, так и для творчества самого Эрен­феста.Одной из важнейших черт развития физико-математических наук к началу 20 в. стало разрушение господствовавших представ­лений о евклидовом трехмерном пространстве как единственно возможном математическом описании свойств реального физиче­ского пространства. Для этих представлений была характерна априоризация геометрических понятий и отождествление физиче­ского пространства с его математической моделью Е3. Однако в связи с созданием неевклидовых геометрий математика 19 в. пришла к пониманию того, что евклидова геометрия — лишь одна из логически возможных геометрических систем. Это достижение математиков популяризовалось и физиками, чувствительными к проблеме эмпирического обоснования физических понятий [103, гл. 11].Такая атмосфера, ощущение необходимости физически обосно­вать выбор геометрического описания облегчили путь Эйнштейна к СТО и к ОТО; хотя, разумеется, создание этих теорий было бы невозможно без собственно физических причин. Одним из исход­ных пунктов для Эйнштейна стал как раз анализ эмпирического, физического статуса ньютоновских пространственных и временных понятий.В свою очередь революционные изменения в представлениях 
о пространстве и времени, связанные с теорией относительности, уже через'небольшое время после того, как была разрушена «пер­вая линия обороны» классических представлений, привели к чрез­вычайно большрй готовности «общественного мнения» физиков к новым, еще более глубоким изменениям пространственно-времен­ных представлений. Достаточно вспомнить тогдашнюю необычай­ную активность в этом направлении: теория Вейля, претендовав­шая на геометрическое объединение гравитации и электромагне­тизма, поиски других геометризованных теорий поля. Несколько позже появилось предположение, что проблему ядра можно ре­шить только радикальным изменением геометрии [Иваненко, 1932, 
с. 317]. Очень распространенным было также мнение, что по­



64 Глава 4. Физический статус понятия размерностистроить релятивистскую квантовую теорию поля нельзя без изме­нений понятия пространства-времени (см., например, [Паули, 1975 (1933), с. 193]).Стремление искать новые физические теории на геометрическом пути затронуло и понятие размерности пространства. Пятимерная (точнее выражаясь, 3+1 + 1-мерная) теория поля несколько деся­тилетий привлекала внимание теоретиков (включая Эйнштейна и Паули). Это внимание определялось в первую очередь тем, что в пятимерной теории удавалось описать электромагнетизм с по­мощью геометрической структуры в духе идей ОТО [13а]. Начало пятимерного направления принято связывать с работой Калуцы 1921 г. [5], но еще в 1914 г. известный физик Г. Нордстрем ис­пользовал идею пятимерности (вне идей ОТО) [27д, с. 253].Таким образом, направленность работы Эренфеста можно счи­тать в известном смысле характерной для физики первых десяти­летий 20 в.Работа Эренфеста была неслучайна и в его собственном твор­честве. Она вполне соответствовала его вкусам и устремлениям в теоретической физике. Кроме того, в научной биографии Эренфеста удается найти такие эпизоды, которые делают более понятным его обращение к вопросу о размерности пространства.Понятие размерности пространства еще более фундаментально, чем представления о метрической структуре пространства-време­ни. Действительно, теория относительности изучает именно метри­ческую структуру; при этом факт 3+1-мерности пространства-вре­мени принимается в качестве исходного, не подлежащего анализу. Фундаментальность поднятой Эренфестом проблемы вполне соот­ветствовала его устремлениям, которые, однако, скорее можно об­наружить в его письмах, чем в немногословных, четких, лишенных чаще всего «метафизических» замечаний работах. Впрочем, одно замечание такого рода все же можно указать, и оно оказывается связанным любопытным образом с понятием размерности прост­ранства.В 1911 г. в реферате «Магнитон» Эренфест очень ясно выра­жает свой вкус, называя истинной физикой внесение порядка в хаос явлений с помощью фундаментальных, «освещающих» идей. В том же реферате Эренфест критически отозвался о встречаю­щихся в курсах физики попытках дать полное определение физики как науки. Он высказал мнение, что подобное определение вообще не может быть полезным из-за непрерывного изменения области явлений, исследуемой физикой. В связи с этим с критикой высту­пил О. Д. Хвольсон, который, отдав должное самой статье («пре­восходная статья», «образец ясного и общедоступного изложения сложного современного вопроса»), раздраженно заметил, что определения физики, о которых говорит Эренфест, вообще никогда не существовали.Ответная статья Эренфеста «Возможно ли определить понятие



пространства, выявленный Эренфестом 65«физика»?» уже целиком посвящена этому вопросу. Из этой статьи можно узнать, во-первых, что магнитные явления интересны Эрен- фесту только поскольку они связаны с фундаментальными физиче­скими закономерностями, а не в прикладном, инженерном аспекте. Во-вторых, Эренфест приводит несколько определений физики такого типа, о котором он говорил в предыдущей статье. Очень любопытно одно из них, взятое из «Физического словаря» Полиа- на (1761 г.):«Эта наука [физика] имеет предметом тело в его естественном состоянии, т. е. субстанцию длинную, широкую и глубокую. Рас­сматривать, может ли Всемогущий отнять у тела его длину, шири­ну и глубину, значит желать остановить развитие физики. Мы ве­рим, что Он это может: однако мы, как физики, воздержимся за­ниматься таким вопросом. Тело, лишенное своих трех измерений и сохранившее только требование протяженности, было бы скорее объектом метафизики» [94, т. 3, р. 44; 142д, с. 180].Как видим, в этом определении трехмерность считается самым важным признаком реальности. Не эта ли категоричность, может быть подсознательно, привела к тому, что Эренфест задумался над вопросом размерности пространства?Сам Эренфест ничего не пишет ни о причинах, которые побу­дили его заняться исследованием трехмерности пространства, ни о своих предшественниках, или работах, идейно повлиявших на него. Работы, на которые ссылается Эренфест (Бертрана о замк­нутости орбины в Е3 в зависимости от вида центрального потен­циала; Либмана о неевклидовой геометрии; Лоренца о колебании мембраны; Релея и Адамара о математическом анализе волново­го уравнения), вряд ли могли привести к самой постановке про­блемы. Работы Адамара посвящены общей математической теории волнового уравнения, и обобщение на En в этих работах — лишь естественное математическое обобщение. Более физически изучал­ся вопрос при п<3, однако эти случаи рассматривались лишь как «вложенные» в Е3 и соответствующие определенным ограничениям (одномерные волны в телеграфной линии, «двумерные» цилиндри­ческие волны).Истории науки известна только одна, предшествовавшая рабо­те Эренфеста попытка связать 3-мерность пространства с физикой. Это — гипотеза Канта, о которой уже говорилось в первой главе: «Трехмерность происходит, по-видимому, оттого, что субстанции в существующем мире действуют друг на друга таким образом, что сила действия обратно пропорциональна квадрату расстояния».Однако нет свидетельств, что это предположение Канта как- то подействовало на Эренфеста. Кроме того, что в работе Эрен­феста нет указаний на такое влияние, следует отметить довольно безразличное отношение Эренфеста к классической философии вообще. Ни в его переписке, ни в статьях (даже не специально научных) почти не встречаются имена философов или какие-либо 



66 Глава 4. Физический статус понятия размерностиссылки на их работы. Исключение составляет, пожалуй, только работы Маха.И это исключение довольно многозначительное. Дело в том, что в книгах Маха (которые внимательно читал Эренфест [1973, с. 46]) в связи с критическим анализом основных физических представлений активно популяризировались достижения матема­тиков в области неевклидовой и многомерной геометрии (см., напр., [5, с. 73]). Вопрос о размерности пространства не был центральным в работах Маха, но все же у него появился, в част­ности, вопрос: «Почему пространство трехмерно?». Мах даже предполагал, что в атомной физике вполне возможно обращение к многомерным пространствам. Было бы, может быть, соблазни­тельным рассматривать работу Эренфеста как конкретный (отри­цательный) ответ на это предположение, но прямых оснований для такой гипотезы нет.Таким образом, можно было бы предположить, что интерес Эренфеста к проблеме размерности пространства не связан с какими-либо внешними влияниями. Однако есть основания считать, что влияние на Эренфеста все же было оказано и, довольно не­ожиданным образом, влияние со стороны топологии!Об этом свидетельствует письмо Эренфеста к Иоффе от 4 нояб­ря 1912 г. Эренфест всего за несколько недель до этого приехал из России в Голландию по приглашению Лоренца для того, чтобы занять его кафедру в Лейденском университете [1286, с. 57—63]. Первые недели Эренфеста в Голландии были заняты, кроме устройства на новом месте, официальными визитами и знакомст­вами с голландскими учеными:«Пятница — визит с выражением благодарности Ван-дер- Ваальсу (попечитель университета) — старенький человек (дале­ко за 70) и, кажется, более ничего. Потом Ваальс младший — около 40—45 лет. Гм...да. С ним помчался к Брауэру, приват-до­центу математики в Амстердаме — сейчас единственному матема­тику в Голландии, — довольно молод — Геттинген — аксиомати­ка, теория функций, теория множеств. ... В общем это человек, с которым мне надо основательно познакомиться. Все, включая Ло­ренца, говорят с особой весомостью о его выдающейся одарен­ности» [Эренфест, 1973, с. 98] (перевод уточнен по оригиналу [9], см. также [126]).Л. Брауэр, как известно, сыграл чрезвычайно важную роль в, топологии, в частности, в теории размерности, причем годами его наибольшей активности в этом направлении были именно 1911—■ 1913 гг. Брауэр находился под влиянием А. Пуанкаре. Это влияние проявлялось и в отношении философии математики (идеи Пуан­каре стимулировали построение Брауэром интуиционистской про­граммы) и, что особенно существенно, в связи с проблемой топо­логического определения размерности. В 1911 г. Брауэр доказал топологическую неэквивалентность En с разными п, в 1913 г. во­



пространства, выявленный Эренфестом 67плотил в корректное математическое определение принадлежа­щую Пуанкаре идею индуктивного топологического определения размерности (см. § 2.2).
И вот как раз в период между этими двумя замечательными результатами Брауэра в топологической теории размерности с ним знакомится Эренфест. Можно предположить, что предметом их беседы была, в частности, занимавшая тогда Брауэра пробле­ма размерности пространства, возможно и с участием других близких (и больше связанных с физикой) идей Пуанкаре, навер­няка известных Брауэру.Таким образом, импульс для размышлений Эренфеста над по­нятием размерности пространства мог прийти от топологии с по­мощью Л. Брауэра (и тем самым и А. Пуанкаре).Но пять лет — не слишком ли большой интервал между на­чальным импульсом и публикацией работы? Ответ на этот вопрос может дать запись Эренфеста от 4 августа 1912 г. в записной книжке:«Всякий вопрос, на который ты натыкаешься при размышлении или во время чтения или, наконец, в разговоре, надо кратко и четко зафиксировать. Время от времени подобные вопросы сле­дует просматривать, стараясь их как-то систематизировать. Прежде всего, приятно сознавать, что ты сумел разрешить неко­торые из них, хотя первоначально едва лишь смог их сформулиро­вать, — не говоря о том, чтобы разработать! Во-вторых, мы тем самым учимся нечто туманное и неясное превращать в четко сфор­мулированные вопросы. А это исключительно важно, это — пол­пути к решению: замечание столь же справедливое, сколь и три­виальное. В-третьих, попадая в круг высокообразованных собе­седников, ты располагаешь массой вопросов, уже четко тобой сформулированных и очерченных. Нет более прямого пути, чтобы раскрыть саму их — этих вопросов — сущность! Ничего нет более досадного, чем ощущение: вот бог представил мне возможность встретиться с выдающимся человеком, а я молча сидел перед ним, разинув рот. О скольких вещах я мог бы его спросить —г но никаких конкретных вопросов у меня не было! Итак, для меня несомненно, что главное заключается в том, чтобы выработать у себя привычку туманные неясности перерабатывать в четкие воп­росы» (цит. по [1286, с. 44]).Зафиксированные в этой записи особенности методологии науч­ного творчества Эренфеста делают вполне объяснимым пятилет­ний интервал. Столько времени могло понадобиться для эволюции от «туманной неясности» до «четкого вопроса».

4.4. РАБОТА ЭРЕНФЕСТА О ТРЕХМЕРНОСТИ 
ПРОСТРАНСТВА И ЭЙНШТЕЙННесмотря на фундаментальное значение, которое Эйнштейн придавал фак­

ту трехмерности пространства (или четырехмерности пространства-времени) в 



68 Глава 4. Физический статус понятия размерности
его работах не ощущается стремление конструктивно, на физическом языке ос­мыслить факт трехмерности пространства, другими словами, выявить конкрет­ные физические основания для утверждения о трехмерности пространства. Еще более странным кажется отсутствие в его работах какого-либо упоминания о попытке такого рода, сделанной Эренфестом.Действительно, Эренфест — один из самых близких Эйнштейну людей; это относится и к 1917—1920 гг., когда Эренфест послал в печать свои статьи о трехмерности. В октябре 1919 г., всего через два месяца после того как Эрен­фест отправил вторую статью в журнал, Эйнштейн приезжает в Лейден и про­водит несколько дней в доме Эренфесгов [1286, с. 97]. В дальнейшем Эйнштейн неоднократно бывал у Эренфеста, и эти посещения всегда сопровождались об­суждениями и конкретных физических проблем, и общей ситуации в физике. С кем Эренфесту стоило обсудить проблему размерности пространства, как не- с Эйнштейном, интересы которого почти целиком сосредотачивались на свой­ствах пространства-времени? Вспомним еще особенности эренфестовской «мето­дологии» научного общения (см. предыдущий параграф): фиксировать возни­кающие вопросы разной степени туманности и обсуждать их затем с «высоко­образованными и выдающимися» людьми.Трудно предположить, что Эйнштейн, зная о попытке Эренфеста проанали­зировать понятие трехмерности пространства, ни разу бы не упомянул об этой попытке в своих работах. Даже если бы Эйнштейн счел эту попытку неудав­шейся, то сам факт такой попытки анализа фундаментальнейшего свойства про­странства-времени вполне заслуживал упоминания. И, как мы видели (гл. 3),. «удобные случаи» для такого упоминания у Эйнштейна, безусловно, были. От­сюда, как это не удивительно, следует, что Эйнштейн, по-видимому, не знал о работе Эренфеста, посвященной размерности пространства. Как же могло это- случиться? Может быть, Эренфест сам не придавал особого значения этой ра­боте, видел в ней всего лишь одну из «забавных задачек» и поэтому не счел, нужным рассказать о ней Эйнштейну? Это объяснение трудно принять по сле­дующим двум причинам.1. Тот факт, что Эренфест после статьи 1917 г. через два с лишним года вновь вернулся к этой теме, говорит о том, что проблему размерности он не- забыл. Кроме того, далеко не все свои работы, опубликованные в трудах Ам­стердамской академии, Эренфест также направлял в другие, более крупные журналы (это касается лишь половины работ). И среди таких дублирующих, публикаций статьи о трехмерности выделяются необычно большим интервалом между ними. То, что поводом публикации 1920 г. Эренфест называет краткое- замечание Вейля о четырехмерности пространства-времени, только подтвержда­ет «чувствительность» Эренфеста к этой проблеме.2. В 1926 г. Эренфест совместно с Уленбеком написал статью о волновом, уравнении в многомерном пространстве. В этой статье Эренфест ссылается на свою статью 1917 г. (через 10 лет) в связи с различием четно- и нечетномерных пространств. При этом он указывает, что в статье 1917 г. приведены и другие различия между пространствами (точнее, «физиками») разного числа изме­рений.Таким образом, Эренфест отнюдь не считал свое исследование не заслужи­вающим внимания.По-видимому, объяснить тот факт, что он не обсуждал с Эйнштейном свою работу, могут особенности психологии научного творчества Эренфеста, особен-' ности его личности. Для Эренфеста характерна неудовлетворенность недостаточ­ной, по его мнению, фундаментальностью своих работ. Эта неудовлетворенность^ не только проявляясь в повышенной его мнительности, но и приводя в неко­тором смысле к комплексу неполноценности, основывалась на исключительно вы­соких «стандартах» научного творчества. Учитывая это, можно предположить, что Эренфест не рассказал Эйнштейну о своей работе потому, что он, попросту говоря, стеснялся несоизмеримости (по его мнению) фундаментальности пробле­мы размерности и своего научного потенциала (за такую проблему пристало бы взяться самому Эйнштейну!). Он, конечно, не «боялся» Эйнштейна; достаточно*  
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вспомнить, например, скептическое отношение Эренфеста к ОТО. Но одно дело­критически рассматривать не идеально еще «отлаженный механизм» теории Эйн­штейна, и совсем другое — представить свою скромную попытку на его суд. А «скромность» этой попытки бросалась в глаза: ведь для анализа такой необыч­ной проблемы применялись самые обычные, стандартные методы теоретической физики.Обсуждаемый в этом параграфе вопрос может проясниться после опублико­вания переписки Эренфеста с Эйнштейном, хранящейся в эйнштейновском ар­хиве.

4.5. ЗНАЧЕНИЕ; РАБОТЫ ЭРЕНФЕСТАУтверждение о трехмерности пространства тривиально в том смысле, что уже Аристотель с помощью понятийного аппарата современной ему науки сознавал факт трехмерности пространства и выразил его соответствующим образом. А практически это фун­даментальное свойство пространства было «известно» уже дале­ким предкам человека.Тысячелетия, отделяющие двадцатый век от времени Аристо­теля, не сделали факт трехмерности менее известным. Поэтому, казалось бы, исследование факта трехмерности пространства из­лишне. Однако, как предупреждал еще Максвелл (см. § 4.1), трехмерность очевидна лишь на основании макроскопического опыта.Уже отмечалось, что работа Эренфеста опередила свое время. Однако вместе с тем есть основание считать ее вполне своевре­менной. Действительно, начало 20 в. отмечено появлением двух теорий, связанных с активным проникновением в области сущест­венно немакроскопических явлений: теория квантов — в микромир, теория относительности — в мегамир. Выход за пределы области изученных явлений, как правило, начинается с экстраполяции (са­мой грубой, «линейной») известных закономерностей и свойств на новые явления. Это, конечно, вполне естественно и даже неизбеж­но, однако сам факт экстраполяции чаще всего вначале не осо­знается, что приводит к парадоксам, в результате решения кото­рых возникают новые понятия и новое знание. Хрестоматийный пример такой ситуации — экстраполяции законов классической электродинамики на движение электронов в атоме. В результа­те — парадокс неизлучения. Решение парадокса было достигнуто 
с помощью создания понятийного аппарата квантовой механики и установления границ применимости классической электродина­мики.Смысл работы Эренфеста состоит в указании на необходимость «перепроверять» факт трехмерности пространства при расширении области исследуемых явлений. Атомные и астрономические явле­ния выходят за пределы макроопыта, и результат исследования Эренфеста — подтверждение факта трехмерности пространства 
в этих явлениях. Могло бы оказаться, что предположение о дру­



70 Глава 4. Физический статус понятия размерностигой размерности приводило бы только к количественным измене­ниям, и тогда пришлось бы сравнивать более тщательно различ­ные случаи. Однако Эренфест установил, что различия в рас­сматриваемых случаях качественные, и это облегчило выбор между моделями пространства различных размерностей.Речь по существу идет о мере жесткости математической мо­дели пространства-времени, используемой в физике. Принятие мо­дели трехмерного евклидова пространства ньютоновской физикой— результат макроопыта. Эта трехмерность практически без изме­нения перекочевала в 3+1-мерную псевдоевклидову модель про­странства в СТО и 3+1-мерную псевдориманову — в ОТО. Естест­венно возникает вопрос, не станут ли рамки трехмерности (или вообще, определенной размерности) при достаточном «удалении» от области макроскопических явлений слишком жесткими для физики. Отложив до гл. 6, 8 рассмотрение возможных ответов на этот вопрос в современной физике, отметим уже сейчас, что неко­торые симптомы такой излишней жесткости действительно ощу­щаются. Это касается в основном микрофизики. Попытки сделать более гибкой пространственно-временную модель возникают не только «от хорошей жизни», но и от конкретных проблемных си­туаций. Не все эти проблемы возникли в последнее время. Одна из них была осознана еще в начале 20 в. при сочетании классиче­ской электродинамики и СТО. Это — проблема собственной энер­гии электрона, или, на языке квантовой теории поля, проблема ультрафиолетовых расходимостей. Другие проблемы возникли совсем недавно в связи с сильными взаимодействиями при высо­ких энергиях, с «удержанием» кварков и т. п.Хотя по отношению к проблемам космологии (или физики в мегамасштабах) нет такого потока экспериментально добытых сведений, как в физике элементарных частиц, но и здесь «главная проблема космологии — проблема начального состояния Вселен­ной (начала расширения, начальной сингулярности) — вызывает сомнения в абсолютном характере 3+1-мерности [Блохинцев, 1976; Сасло, 1977] (см. также § 8.4).Интересно сравнить отношение физиков к трехмерности как фундаментальному свойству пространства, проявляющемуся, как показал Эренфест, в фундаментальных физических законах, с oτ∙ ношением к законам сохранения — наиболее эффективным инстру­ментам теоретической физики. Размерность с точки зрения совре­менной физики фундаментальнее законов сохранения. В последних явно «заложена» определенная структура пространства-времени, в частности его размерность и симметрии (см. гл. 7). У физиков возникали предположения о йарушении закона сохранения энер­гии-импульса (например, у Бора), не говоря о менее фундамен­тальных законах сохранения, нарушение которых при определен­ных условиях уже включено в теорию (например, несохранение четности).



пространства, выявленный Эренфестом 71В отличие от законов сохранения 3-мерность пространства остается до сих пор по существу почти «нетронутой». В физике, правда, существует уже довольно давно направление, связанное 
с гипотезами фундаментальной длины и дискретного пространства [Киржниц, 1973; Блохинцев, 1970; Вяльцев, 1965] (см. гл. 6). Речь идет о попытках найти такую модель пространственно-временного описания реальности, которая не предполагала бы заранее его не­прерывную структуру (точнее говоря, локальную структуру Е4).Это направление не эквивалентно отказу от абсолютного ха­рактера размерности (размерности как одного числа, характери­зующего все возможные физические явления), включению понятия размерности пространства в совокупность физических понятий или даже физических величин с определенной областью применимости, возможностью изменения и т. д. Обычно. неявно предполагается, что моделью, альтернативной локально-евклидовой 3+1-мерной, является «полностью дискретная», ‘«точечная», «нульмерная», или, 
на более физическом языке, полностью квантованная (например, 
в смысле Снайдера, см. [14а]) модель пространства. Однако не исключено, что по мере углубления в микромир размерность будет «отступать» постепенно и что для некоторых физических ситуаций приемлемой окажется 2+1-мерная или 1 + 1-мерная модели про­странства-времени. Такое изменение (уменьшение) размерности пространства при переходе к малым расстояниям могло бы стать конкретной реализацией общей идеи фундаментальной длины и дискретного пространства.Однако главная трудность остается той же — отсутствие мате­матической модели пространства-времени, обладающей, с одной стороны, достаточной гибкостью, чтобы описать возможные изме­нения свойств пространства вне области изученных физических яв­лений, и, с другой стороны, достаточно конкретно, конструктивно заданной, чтобы в рамки этой модели можно было включить об­ширный аппарат современной физики (т. е. область изученных явлений).Именно с этой трудностью связано то, что Эренфест не мог рассмотреть все возможные n-мерные пространства, а рассмотрел лишь наиболее простые — евклидовы пространства. Тем более он не мог рассмотреть математическую модель пространства-време­ни, в которой размерность зависела бы от масштабов явлений.

КРАТКИЕ ИТОГИ ГЛАВЫ 4Первую в истории физики попытку перевести на язык физики факт 3-мерности пространства предпринял в 1917 г. Эренфест. Его работа, использующая несложный, или по крайней мере стандарт­ный, для своего времени математический аппарат, имеет глубокий смысл. Анализ Эренфеста открыл путь к прекращению размернос­
ти пространства-времени из априорного числа, описывающего 



72 Глава 4. Физический статус понятия размерности и Эренфестабсолютным образом весь реальный физический мир, в физическое понятие, обладающее определенным эмпирическим статусом, об­ластью применимости и возможностью изменения.Появление эренфестовского исследования не было случайным. Во-первых, эта работа, значительно опередившая свое время, была тем не менее вполне своевременной в связи с выходом физики в начале 20 в. за пределы макроскопического опыта. Во-вторых, появлению этой работы предшествовало (и есть основание думать, что не только хронологически) знакомство Эренфеста в 1912 г. с выдающимся математиком Л. Брауэром, который как раз в 1911 — 1913 гг. получил замечательные результаты, связанные с топологи­ческим понятием размерности пространства. Кроме того, фунда­ментальность проблемы размерности пространства вполне соответ­ствовала устремлениям и вкусам Эренфеста в теоретической фи­зике.Работа Эренфеста о размерности пространства естественным образом приводит к вопросу о жесткости модели пространства- времени и тем самым оказывается актуальной и для современной физики.Общая литература к главе 4: [63, 87, 88, 115, 125, 1286, 142]



Глава 5

КВАНТОВЫЕ ГРАНИЦЫ 
КЛАССИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ ОТО

В предыдущей главе речь шла о физическом подходе к 3+1-мерности пространства-времени. Этот подход включает в себя и вопрос о границах «области определения» факта 3+1-мерности. И эренфестовский анализ, и его развитие не обнаружили таких границ. Если, однако, не удовлетворяться простой констатацией такого рода и пытаться прогнозировать будущее проблемы раз­мерности, то неизбежно придется обратиться к вопросу о кванто­вых пределах применимости геометрического описания, лежащего в основе ОТО.Действительно, физическая геометрия ОТО дает наиболее об­щее на сегодняшний день описание свойства 3 + 1-мерности, и гра­ницы области определения этого свойства стали бы одновременно границами применимости геометрии ОТО. Можно было бы сомне­ваться в существовании жесткой связи между 3+1-мерностью и всей геометрической структурой ОТО, т. е. предполагать, что 3+1-мерность может уцелеть при переходе через границу приме­нимости геометрии ОТО. Однако если учитывать реально сущест­вующие возможности описания размерностной структуры (гл. 2, 3, 6), характер квантово-гравитационных ограничений на геомет­рическое описание (гл. 5, 6) и, наконец, тенденции в современной физике (гл. 8), то взаимосвязь 3+1-мерности и классической гео­метрии ОТО в целом становится весьма вероятной. В физике пер­вые предложения обобщить классическое геометрическое описание были порождены не квантово-гравитационными соображениями (см. гл. 6), но к настоящему времени только такие соображения сохраняют свою силу.Именно эти обстоятельства делают необходимым рассмотрение квантовых границ ОТО в данной книге.В настоящее время во всяком обсуждении квантовых границ ОТО непременно появляются так называемые планковские вели­чины. Эти величины представляют собой комбинации из фунда­ментальных констант с (скорость света), G (гравитационная кон­станта) и й (постоянная Планка) вида
XjlΛ = caGWy



74 Глава 5. Квантовые границыи могут иметь любые размерности * (длины, времени, плотности и т. д.). Планковские величины связывают с границами ОТО, обус­ловленными необходимостью квантового обобщения релятивист­ской теории гравитации и пространства-времени. За планковскими границами, как считается, можно ожидать изменения самого смысла свойств пространства-времени и, в частности, его размер­ности [86, с. 40].Аргументы, с помощью которых обычно обосновывается такая роль планковских величин, весьма различны — от рассуждений в рамках эскизных вариантов будущей теории квантовой гравита­ции до простых размерностных соображений. А поскольку послед­ние не требуют каких-либо сложных теоретических конструкций, то можно было бы предположить, что такая, квантово-гравита­ционная роль планковских величин была известна очень давно, чуть ли не самому Планку.Однако в действительности эти величины Планк ввел в 1899 г. совершенно вне какой-либо связи с квантовой гравитацией. Кроме того, сам факт, что область применимости классической (некван­товой) теории гравитации ограничена планковскими величинами, был осознан довольно поздно. Квантовые пределы применимости ОТО (и, в неявном виде, планковские величины) были обнаруже­ны М. П. Бронштейном в 1935 г. А в явном виде на квантово-гра­витационное значение планковских величин было указано лишь в середине 50-х годов почти одновременно в работах нескольких авторов, хотя по существу это могло произойти гораздо раньше, уже на базе боровской модели атома 1913 г.Одна из целей данной главы — восстановить «биографию» планковских величин, внимание к которым оправдано уже тем, что это по существу единственный не вызывающий сомнений эле­мент будущего синтеза теории гравитации и квантовой теории. От самого же синтеза, от квантовой теории гравитации ожидается, как известно, выяснение фундаментальных проблем и космологии и физики элементарных частиц. Но и не дожидаясь построения полной квантовой теории гравитации, планковские величины ис­пользуются конструктивным образом при рассмотрении некоторых фундаментальных вопросов физики элементарных частиц, астро­физики и космологии, таких, например, как существование верхней границы спектра масс элементарных частиц [82в], компактифика­ция «лишних» измерений в некоторых моделях квантовой теории поля [69], конечная стадия квантового испарения черных дыр
* В этой главе читателю придется считаться с тем, что слово «размерность» в физике соответствует существенно различным понятиям: 1) числу измерений, 2) характеристике физической величины с помощью основных единиц в рамках некоторой системы измерений. Если бы не устойчивость традиции, то можно было бы устаревающее выражение «число измерений» заменить словом «мер­ность», учитывая форму слова «n-мерность». Впрочем, различие контекстов и так обеспечивает полную определенность.



классической геометрии ОТО 75[41], проблема начальных возмущений, приводящих к наблюдае­мой галактической структуре Вселенной [36], вопрос об уравне­нии состояния на самых ранних стадиях расширения Вселенной [45] и т. д.
5.1. РОЖДЕНИЕ ПЛАНКОВСКИХ ВЕЛИЧИН18 мая 1899 г. на заседании Академии наук в Берлине состоял­ся доклад М. Планка «О необратимых процессах излучения». В этом докладе впервые было указано на существование двух но­вых универсальных физических констант, обозначенных а и Ь, и из экспериментальных данных были вычислены их значения. B'конце следующего года константу b Планк переобозначил бук­вой h, а вместо константы а ввел константу k = bja. Так, в физике появились постоянная Планка и постоянная Больцмана.В докладе Планка 1899 г. константа b (т. e. h) не имела еще собственно квантового смысла (не было еще представления о кван­тах энергии E≈hv), она была введена в определении так назы­ваемой электромагнитной энтропии. Это определение оправдыва­лось тем, что оно обеспечивало справедливость второго начала термодинамики для явлений электромагнитного теплового излу­чения и приводило к формуле Вина для распределения энергии в спектре излучения черного тела. А формула Вина, как известно, пригодна только в пределе λ7→0. Таким, далеко не «торжествен­но-дедуктивным» путем вошла в физику новая постоянная. И тем не менее Планк сразу же назвал ее универсальной. Планку, кото­рый в течение шести лет пытался решить проблему равновесия между излучением и веществом, был ясен фундаментальный ха­рактер искомого распределения энергии в спектре, не зависящий от конкретных свойств вещества.Именно универсальность новой постоянной могла побудить Планка в том же докладе 1899 г. обратиться к вопросу, в общем- то не связанному с основной темой, к вопросу о естественных еди­ницах измерения. В докладе и в статье, излагающей этот доклад [93а, в, с. 191], последний параграф так и называется — «Естест­венные единицы измерения». Планк обращает внимание на то, что выбор единиц во всех используемых системах единиц «сделан не исходя из общей точки зрения, обязательно приемлемой для всех мест и времен, но исключительно исходя из потребностей нашей земной культуры», и, как он пишет, «нетрудно себе представить, что в другое время, при изменившихся внешних обстоятельствах, любая из употребляемых до настоящего времени систем единиц частично или полностью утратила бы свое первоначальное естест­венное значение».В связи с этим Планк отмечает, что, опираясь на новые по­стоянные, а также на скорость света в вакууме с и гравитацион­ную постоянную G, «мы получаем возможность установить еди-



76 Глава 5. Квантовые границыницы длины, массы, времени и температуры, которые не зависели бы от выбора каких-либо тел или веществ и обязательно сохра­няли бы свое значение для всех времен и для всех культур, в том числе и внеземных и нечеловеческих, и которые поэтому можно было бы ввести в качестве «естественных единиц измерения»». Новые (естественные) единицы выбираются так, чтобы в новой системе единиц каждая из четырех указанных констант обраща­лась в единицу. Таким образом Планк получает единицы длины,массы, времени и температуры:/пл = (⅛G∕c3)V2 = ι,6.10-33 см, (1а)
тпл = (Λc∕G)1∕2 =2∙10-6 г, (16)∕πjl = (7zG∕c5)1∕2 = 5-10-44 с, (1в)γlΘ∏λ = k-1 ħc*!G)W = 1,4.1032 К (1 г)(здесь используются современные обозначения и величина кон­стант; вместо h используется принятая сейчас ∕i = Λ∕2π). Выпишем еще выражение для «естественной единицы» плотности (которого нет у Планка): Рпл = c5∕⅛G2 = 5 • 1093 г/см3. (1 д)Заканчивает параграф (и статью) Планк такими словами: «Эти единицы сохраняют свое естественное значение до тех пор, пока справедливы законы тяготения, оба начала термодинамики и пока остается неизменной скорость распространения света в вакууме. Поэтому, будучи измеренными самыми разными интеллектами по­средством самых разных методов, они будут иметь всегда одно и то же значение».Последний параграф статьи Планка производит довольно странное впечатление. Не видно никакой внутренней связи его с основной для статьи проблемой равновесия излучения с вещест­вом. Удивление вызывает и сам замысел создать систему единиц, пригодную для всех времен и культур, «в том числе и для вне­земных». И наконец, непонятно, почему Планк даже не обсуждал возможность привлечь для построения естественных единиц дру­гие известные в то время физические постоянные: заряд и массу электрона, массу атома водорода. Все эти вопросы могут несколь­ко проясниться только пр<и учете общих, методологических устано­вок Планка: особого внимания к абсолютным элементам в физи­ческой картине мира, связанного с этим антиантропоморфизма, довольно прохладного отношения к господствовавшей на рубеже веков электромагнитной картине мира.Для Планка характерен постоянный интерес к соотношению относительного и абсолютного в развитии науки [42]. Он неодно­кратно затрагивал этот вопрос, особенно выделяя в качестве абсо­лютных элементов универсальные константы — «наиболее осязае- 



классической геометрии ОТО 77мне знаки реального мира, целиком сохраняющие свое значение и в новой картине мира» [936, с. 12; в, с. 647].По мнению Планка, «самый важный признак всякого естествен­нонаучного исследования» — это «стремление найти постоянную, не зависящую от смены времен и народов картину мира»; цель науки состоит «в полном освобождении физической картины мира ют индивидуальности творческого ума..., от антропоморфных эле­ментов» [93в, с. 631, 632]. Такой антиантропоморфизм делает по­нятной мысль о «внеземных и нечеловеческих» культурах. В связи 
с этими же соображениями Планк вспомнил о своей идее естест­венных единиц в 1908 г. в лекции, прочитанной студентам Лей­денского университета, «Единство физической картины мира». Так что для Планка идея естественных единиц была не более чем вы­ражением его общей методологической установки о роли абсолют­ных элементов в развитии науки.По-видимому, первым, кто попытался (хотя и очень неопреде­ленным образом) придать длине, построенной из констант с, ħ и G, некоторое теоретическое значение, был А. Эддингтон. В 1918 г. (еще до того, как астрономическая экспедиция, возглавленная им, подтвердила эйнштейновский эффект отклонения света) Эддингтон опубликовал обстоятельный обзор «релятивистской теории грави­тации» [140а]. В заключительном параграфе этого обзора Эддинг­тон отметил, что «естественные силы» уже не пытаются объяснять на основе механических моделей, а принимают аксиоматически, без дальнейшего анализа, однако он не думает, что эта (аксиома­тическая) стадия уже достигнута в случае гравитации. Свое мне­ние он поясняет следующим образом: «Имеются три фундамен­тальные константы природы, занимающие выделенное положе­ние» — с, G, h. «Из них мы можем сконструировать фундамен­тальную единицу длины, величина которой 4∙10-33 см. Есть другие естественные единицы длины — радиусы положительного и отри­цательного электрических зарядов — но они гораздо большей ве­личины. За возможным исключением теории материи Осбор­на Рейнольдса * ни одна теория не пыталась дойти до столь тонкого дробления. Но очевидно, что эта длина может быть клю­чом к некоторой существенной структуре. Может быть осуществи­мой надежда, что будет достигнуто более ясное знание процессов гравитации и что чрезвычайная общность и выделенность теории относительности будет освещена детальным изучением точного механизма». Впоследствии, однако, Эддингтон не возвращался к 

* Английский физик О. Рейнольдс (1842—1912), известный своими работами по гидродинамике, в 1902 г. объявил о создании всеобщей физической теории, основанной на том, что «имеется одна и только одна мыслимая чисто механиче­ская система, с помощью которой можно объяснить все физические явления, из­вестные нам во вселенной. Эта система есть не больше и не меньше, чем бес­конечно протяженное расположение однородных сферических гранул» с диамет­ром 5,534-10~18 см (Proc. R. Soc. L., 1902, v. 69, р. 425).



78 Глава 5. Квантовые границыдлине /шь и в его известной «игре констант» эта величина участия не принимала.Как планковский вариант «интерцивилизационной» системы единиц, так и предположение об особой роли длины /пл не нашли сочувствия у физиков. В этом отношении характерной была пози­ция П. Бриджмена, выраженная в его книге «Анализ размернос­тей» [20], и С. И. Вавилова, под редакцией которого эта книга вышла на русском языке. Во-первых, как отметил Бриджмен, ни о какой однозначности планковских единиц нельзя говорить. С те­ми же основаниями (а точнее, с тем же отсутствием оснований) в набор констант, определяющий естественную систему, можно было включить другие известные к тому времени константы, на­пример заряд и массу электрона. На рубеже веков все эти кон­станты выглядели довольно равноправно, а в рамках господство­вавшей тогда электромагнитной картины мира заряд и масса электрона выглядели даже «естественнее» гравитационной кон­станты.То, что Планк использовал именно константы с, G, Й и игнори­ровал другие, т. е. фактически признавал с, G, Й наиболее фунда­ментальными, может объясняться следующими причинами. Планк не был 'приверженцем электромагнитной картины мира, несмотря на взгляды, господствовавшие среди физиков его времени (за исключением, пожалуй, только Эйнштейна). Такая позиция План­ка (проявившаяся позже и в его отношении к специальной теории относительности [27д]) была связана, по-видимому, с тем, что ему к 1899 г. была яснее, чем другим, неспособность классической электродинамики решить фундаментальную проблему равновесия излучения с веществом. В то же время для него как настоящего теоретика универсальность гравитационного взаимодействия могла компенсировать некоторую обособленность области гравитацион­ных явлений.И все же Планк не пытался обосновать выделенное положение констант с, G, Й. Да и слишком теоретическими были бы, по-види­мому, подобные доводы для Бриджмена, который методологию экспериментатора довел до уровня философской системы (опера- ционализма). Бриджмен вообще не разделял планковского отно­шения к физическим константам, считая их только «неизбежным злом» [20, с. 53], и тем более не видел какой-либо выделенное™ констант с, G, й. По поводу приведенного выше предположения Эддингтона об особой роли /пл он высказался еще резче: «Спеку­ляции такого рода не могут возбудить симпатии в тех, кто разде­ляет несколько материалистическую точку зрения моего изложе­ния» [20, с. 106].Однако ко времени появления книги Бриджмена уже можна было видеть некоторую теоретическую выделенное™ констант 
с, G, й. Действительно, начиная, скажем, с 20-х годов, стал ясен всеобщий характер релятивистской теории гравитации (построен­



классической геометрии ОТО 79ной на константах с и G) и квантовой теории (построенной на константе Й), т. е. стало ясно то обстоятельство, что с точки зре­ния этих теорий любое физическое явление при достаточно высо­кой требуемой точности должно описываться с их участием; эти теории можно не учитывать, только если требуется точность, мень­шая, чем Gm∣c2∙L и ħ∕S (т, L, S — характерные для данного яв­ления масса, расстояние и действие). Тем самым константы G, с, Л, участвующие в формулировках ОТО и квантовой теории, полу­чают особое, «всеобщее» значение. Стоит, впрочем, подчеркнуть, что это значение привязано именно к современному уровню раз­вития физики; не исключено, например, что подлинное включение 
в теорию факта квантованности электрического заряда или спект­ра масс элементарных частиц изменило бы ситуацию.Однако легко видеть, что даже если ограничиться константами 
с, G, й, значениям единиц, на них основанных, нельзя придать единственное, «внеземное и нечеловеческое», значение. Реально исторически это проявилось, например, в том, что планковские единицы уже «изменились» в (2π)1∕2 раз в результате замены й. 
на й; никто также не препятствует называть гравитационной кон­стантой коэффициент в уравнении Пуассона Δφ = G'p или в урав­нении Эйнштейна ‰z — g∣i,vR = G"Tp,v—так мы получаем еще множитель 4π и т. д. Для целей квантовой космологии можно естественным образом обосновать сСЙ-единицы, отличающиеся ют планковских (1) даже на два порядка [45] (см. § 8.3).Таким образом, замысел Планка установить «внеземные и не­человеческие» единицы измерения не удался (как известно, сейчас во «внеземных» целях в качестве единиц предполагается исполь­зовать величины, отмеченные самими космическими условиями, например, длину волны λ=21 см в спектре водорода и т. п.). Сама идея естественных систем единиц (известная, впрочем, уже до Планка; см. § 5.6) осталась, но служит лишь для удобства вы­числений в расчетах, проводимых в атомной физике, где удобно положить равными единице константы е, те, й (точно в том же смысле при расчетах бетонных конструкций удобно обратить в единицу плотность бетона, ускорение свободного падения и какой- нибудь коэффициент, характеризующий прочность бетона).Сам Планк, по-видимому, также разочаровался в своем замыс­ле и перестал упоминать о естественных единицах, хотя физиче­ским константам вообще отводил, по-прежнему, выдающуюся роль.

5.2. ГРАВИТАЦИЯ И КВАНТЫНовый этап в истории планковских величин наступил после создания релятивистской теории гравитации — ОТО. На необхо­димость синтеза новых представлений о гравитации с квантовой теорией первым обратил внимание сам Эйнштейн уже в 1916 г., 



80 Глава 5. Квантовые границырассматривая гравитационные волны (в приближении слабого поля) [141, т. 1, с. 522]. Выведя формулу для интенсивности излу­чения гравитационных волн *,  он отметил: «...атом, вследствие внутриатомного движения электронов, должен излучать не только электромагнитную, но и гравитационную энергию, хотя и в ни­чтожном количестве. Поскольку в природе в действительности ничего подобного не должно быть, то, по-видимому, квантовая теория должна модифицировать не только максвелловскую элект­родинамику, но также и новую теорию гравитации».В статье 1918 г., целиком посвященной проблемам гравита­ционных волн, Эйнштейн вновь замечает: «... интенсивность излу­чения [гравитационных волн] ни в одном направлении не может стать отрицательной, тем более не может быть отрицательной и полная интенсивность излучения. Уже в прежней работе подчер­кивалось, что окончательный результат, согласно которому долж­на происходить потеря энергии телами вследствие теплового воз­буждения, вызывает сомнение во всеобщей справедливости теории. Нам кажется, что построение усовершенствованной квантовой тео­рии должно повлечь за собой и видоизменение теории тяготения» {141, т. 1, с. 642]. (Как мы видим, в это время Эйнштейн, еще не принявший программу единой теории, отводит квантовой теория даже более активную роль в синтезе гравитации и квантов.)В первом из этих замечаний Эйнштейн, по-видимому, имеет в виду проблему нестабильности атома. Однако его вывод вряд ли основан на количественных оценках. Дело в том, что если «высве­чивание» атома, рассчитанное в рамках классической электромаг­нитной теории и приводящее к падению электрона на ядро, про­исходит за характерное времяτem — Е∕Eem≈ mv2 ∕ (d2.∕c3) ≈ c3mω'2 ≈ c3m2r3e~^ ≈ 10'10 с(в вопиющем противоречии с действительностью), то высвечивание энергии атома посредством гравитационного излучения (рассчи­танного по формуле Эйнштейна) происходит за характерное время 
τg = E∕tg ∞ mυ2∕(G D2∣c3) ≈ c3G^1tnr4^ ≈ 1037 с.Так что ни о каком непосредственном противоречии с эмпиричес­кими данными говорить нельзя **.  В данном случае определяющей * Вывод Эйнштейна ставится под вопрос в работе В. И. Денисова и 

А. А. Логунова («Итоги науки и техники», т. 21. ВИНИТИ, 1982), однако за­мечание Эйнштейна носило качественный характер и основывалось только на самом существовании гравитационного излучения.** «Космологическая» величина времени гравитационного высвечивания ато­ма τg дает основание вспомнить, что примерно в это же время Эйнштейн раз­мышлял над космологической проблемой. Тот факт, что для него не важна была величина эффекта, чтобы его отвергнуть, имеет, по-видимому, связь с эйнштейновскими предпосылками, относящимися к космологии (статичность кар­тины Вселенной). В статической Вселенной, существующей вечно, эффект не­стабильности атомов недопустим независимо от величины самого эффекта. Лю­



классической геометрии ОТО 81для Эйнштейна скорее была аналогия с электромагнитным полем.После того как Эйнштейн в 1916 г. указал на необходимость построения квантово-гравитационной теории, на долю этой теории в течение двух десятилетий доставались только отдельные замеча­ния — слишком велик был объем стоявших перед теоретической физикой других, гораздо более насущных проблем (после построе­ния квантовой механики настал черед квантовой теории электро­магнитного поля). Однако даже и эти немногие .замечания не вскрывали особые свойства гравитационного поля, подразумевая слишком большую аналогию со случаем электромагнитного поля.Так, например, в известной статье Гейзенберга и Паули 1929 г., в которой появилась общая схема квантования полей, есть такие слова: «Следует еще упомянуть, что квантование гравитационного поля, которое необходимо в силу некоторых физических причин, проводится без каких-либо новых трудностей с помощью формализ­ма, вполне аналогичного развитому здесь» [91в, с. 32]. По поводу самой необходимости квантового рассмотрения гравитации здесь дается ссылка на упомянутое выше замечание Эйнштейна 1916 г. и на соображение, содержащееся в работе О. Клейна [1927], по­священной в целом пятимерной теории. Аргумент Клейна носил скорее методологический характер и сводился к указанию, на не­обходимость единого, учитывающего постоянную Планка, описа­ния гравитационных и электромагнитных волн.Высказывание Гейзенберга и Паули было основано на том, что исходной точкой для квантования гравитационного поля они считали полученные еще Эйнштейном в 1916 г. уравнения для слабого гравитационного поля, или линеаризованные уравнения Эйнштейна. Такой заведомо приближенный подход хотя и позво­лял надеяться на аналогию со случаем электромагнитного поля, но давал повод забыть о существенно особых свойствах гравита­ционного поля, связанных с принципом эквивалентности, с геомет­рическим характером и нелинейностью этого поля.Именно этот подход использовал Л. Розенфельд, рассматривав­ший систему, состоящую из квантованных электромагнитного и слабого гравитационного полей, в статье 1930 г. «О гравитацион­ном действии света». В статье использовался термин «гравита­ционные кванты» и говорилось о взаимных превращениях световых и гравитационных квантов.Первое действительно глубокое исследование квантования гравитационного поля провел М. П. Бронштейн. Его статья «Кван­тование гравитационных волн», излагающая результаты доктор­ской диссертации 1935 г., посвящена в основном рассмотрению бопытно сопоставить эту позицию, вполне естественную для того времени, с тем фактом, что в наше время возможная нестабильность протона (характеризуемая, кстати, близкой к τg величиной 1039 с) упоминается в нобелевских лекциях 1979 г. даже как предпочтительная [Салам, 1980]. Таково воздействие эволюци­онной космологической картины на нормы допустимого в теоретической физике.



82 Глава 5. Квантовые границыслучая слабого гравитационного поля, который, как известно, дает возможность не учитывать геометрический характер гравитацион­ного поля, т. е. искривленность пространства-времени.Однако в работе Бронштейна содержится также очень важный анализ, выявляющий принципиальное различие между квантовой электродинамикой и квантовой теорией гравитационного поля уже без ограничения условием слабости и «негеометричности» поля. Этот анализ показал недостаточность обычной схемы квантовой теории поля и понятий римановой геометрии для формулировки полной теории квантовой гравитации и привел к обнаружению границ области существенно квантово-гравитационных явлений (а неявным образом и к планковским величинам).Но прежде чем обратиться к этой работе, рассмотрим тот «фон», ца котором она появилась, творческую биографию М. П. Бронштейна. Уделить биографии Бронштейна некоторое место в этой книге вполне уместно, поскольку для других глав­ных ее героев — Пуанкаре, Эйнштейна, Эренфеста — существует обширная биографическая литература.
5.3. РОЖДЕНИЕ КВАНТОВОЙ ГРАВИТАЦИИ И М. П. БРОНШТЕЙНВ тридцатые годы имя ленинградского теоретика Матвея Пет­ровича Бронштейна было хорошо известно физикам нашей страны, хотя ему в то время не было еще и тридцати лет. Его знали по статьям, печатавшимся в основных физических журналах, по яс­ным и блестящим по форме выступлениям на семинарах и конфе­ренциях. Его знали по переводу книги П. Дирака «Основы кван­товой механики», впервые излагавшей квантовую механику как сложившуюся теорию (составленные Бронштейном многочислен­ные примечания к переводу были особенно существенны для чита­телей того времени). В Физико-техническом институте ценили его активное сотрудничество в журнале «Physikasche Dummheiten», выходившем тиражом в один экземпляр. Гораздо большему числу людей имя Бронштейна было знакомо по статьям, написанным для научно-популярных журналов (Природа, Сорена и др.), по замечательным научно-популярным и научно-художественным кни­гам. Эти книги переиздаются, продолжают жить и в наши дни, спустя четыре с половиной десятилетия после смерти их автора. И тем не менее мало кому из современных физиков, даже рабо­тающих в областях, которых коснулась деятельность Бронштейна, известно о нем.После краткой биографии и общего описания деятельности М. П. Бронштейна * подробнее будет рассмотрена его работа о 
* Многие приводимые сведения почерпнуты из бесед с людьми, близко знав­шими М. П. Бронштейна: с его родными, друзьями, коллегами по ленинградско­му Физтеху, с теми, кто слушал его лекции в Ленинградском университете и 



классической геометрии ОТО 83квантовании гравитационного поля, которой суждено было стать наибольшим его достижением в физике.
1. Краткая биография.Матвей Петрович Бронштейн родился 2 декабря (по новому стилю) 1906 г. в провинциальном городке Виннице в семье врача, не отличавшейся ни особен­ным достатком, ни особыми духовными интересами. В 1915 г. Бронштейны (без отца, мобилизованного в 1914 г. в армию) переехали в Киев. Матвей Петрович вместе с братом-близнецом учились дома, сдавая экзамены в гимназии экстер­ном. Братья очень много читали; любовь Матвея Петровича к книгам — на всю жизнь — возникла в эти годы.В 1923 г. братья поступили в электротехникум, но вскоре из-за материаль­ных трудностей учебу пришлось оставить. В 1924 г. М. П. Бронштейн, работая на заводе, начал посещать кружок любителей физики при Киевском университе­те, где под воздействием П. С. Тартаковского и начался его путь в науке.Уже в январе 1925 г. «Журнал русского физико-химического общества» (предшественник ЖЭТФа) получил первую статью Бронштейна «Об одном след­ствии гипотезы световых квантов». В статье в предположении фотонного строе­ния излучения рентгеновской трубки на основе законов сохранения энергии и импульса была получена зависимость границы непрерывного рентгеновского спектра от угла излучения. В конце статьи вывод: обнаружение ожидаемого эффекта добавит еще один аргумент в пользу теории световых квантов, а «в противном случае будет пролит некоторый свет на вопрос о границах примени­мости теории световых квантов в области рентгеновских лучей». Надо учиты­вать, что в это время фотонную гипотезу все еще отвергал не кто иной, как Н. Бор, изменивший свое мнение только после эксперимента Боте и Гейгера 1925 г. с эффектом Комптона. Так, что 18-летний Бронштейн сразу же окунул­ся в гущу событий современной физики.В том же 1925 году он опубликовал в известном немецком журнале ≪Zeit- schrift fiir Physik» две статьи о квантовой теории взаимодействия рентгеновских лучей с веществом, в следующем году — еще три статьи. В этих работах про­изводит впечатление серьезная математическая подготовка 18-летнего автора.В 1926 г. по совету П. С. Тартаковского он поступает в Ленинградский уни­верситет, по окончании которого уже вполне самостоятельным физиком посту­пает на работу в теоретический отдел Ленинградского физико-технического ин­ститута. Возглавлявший отдел Я. И. Френкель к тому времени уже хорошо знал и высоко ценил его. «М. П. Бронштейн является исключительно талантливым физиком-теоретиком, с широкими интересами, большой инициативой и чрезвычай­но большими познаниями. Я не сомневаюсь, что он будет одним из наиболее ценных сотрудников теоретического отдела института и лаборатории», — пишет Я. И. Френкель на заявлении 23-летнего Бронштейна о приеме на работу [128а, с. 210].Сотрудники физтеха активно участвовали в подготовке новых кадров физи­ков. В эту деятельность сразу же включился и Бронштейн. Он преподавал в Ле­нинградском университете, на физико-механическом факультете Политехничес­кого института, вел занятия с аспирантами. У него был яркий талант педагога. Но он не только умел делать ясными сложные физические построения. Он по­нимал, что теоретическая физика 20 века требует нового стиля мышления, нача­ло которому положил Эйнштейн. Надо было освободиться от чересчур тесных оков индуктивного построения теории, нисколько не ослабляя роль эксперимен­

Политехническом4 институте. Особенно автор благодарен И. П. Бронштейну, Г. И. Егудину, И. К. Кикоину, М. А. Корецу, А. Б. Мигдалу, Я. А. Смородинско- му. Большую помощь автор получил от В. Я. Френкеля (о М. П. Бронштейне см. также в кн. [Ill, 128а]).
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та как судьи теории. Новый стиль теоретической физики в нашей стране форми­ровался в тридцатые годы. Наиболее известным проявлением этого стиля стал курс теоретической физики Л. Д. Ландау и E. М. Лифшица, замысел которого возник именно тогда. Бронштейна связывала с Ландау тесная дружба еще со студенческих лет. В их интенсивном общении существенное место занимали и педагогические проблемы. При этом речь шла не только о «теоретической педаго­гике», поскольку оба активно занимались и педагогической практикой и «педаго­гическим экспериментом».Бронштейн читал курсы лекций, посвященные различным областям теорети­ческой физики и математики: электродинамика, статистическая физика, теория излучения (как тогда называли квантовую электродинамику), теория ядра, мат­ричная алгебра, тензорный анализ и др. Слушавшие Бронштейна студенты и аспиранты, ставшие впоследствии известными физиками, вспоминают о его лек­циях с восхищением. Не случайно конспекты этих лекций служили им еще годы. Не случайно некоторые конспекты хранятся до сих пор. Курсы Бронштейна ха­рактеризовал тот же подход к теоретической физике, который многим знаком по книгам Ландау и Лифшица: с одной стороны, активно используются сооб­ражения симметрии, инвариантности, даются наиболее общие постановки проблем и методы их анализа, а с другой стороны, выявляется физическое содержание задачи, обнаруживаются физические характеристики, существенные для данного явления. Физика не подменяется математическим формализмом, скорее математи­ческие понятия пропитываются физическим смыслом.Остались и более конкретные свидетельства педагогического сотрудничества Бронштейна и Ландау. У Я- А. Смородинского сохранился конспект, составлен­ный в 1937 г. по машинописной рукописи, озаглавленной «М. П. Бронштейн и Л. Ландау. Статистическая физика».В своих лекциях Бронштейн выбирал кратчайший путь к освоению материа­ла. Такой путь, как известно, практически никогда не совпадает с историческим. Однако это не значит, что Бронштейн плохо знал историю науки. Скорее на­оборот: судя по его научно-популярным статьям и книгам, он знал ее удиви­тельно хорошо. «Удивительно», если учесть его возраст и высокую собственно­научную активность. Он глубоко понимал поэзию и прозу реального процесса исторического развития физической науки. Об этом свидетельствуют не только многочисленные факты истории науки, которыми он свободно пользовался в по­пулярных статьях и книгах.Для Бронштейна было характерно особое внимание к «историческому» ду­ху современной ему физики. Это в общем-то не удивительно. Происходившее в первые десятилетия нашего века стремительное преобразование понятийной струк­туры физики на основе релятивистских и квантовых идей настроило многих на «перманентную революцию» в физике.Одним из проявлений такого настроения было широко распространенное со­мнение во всеобщей применимости закона сохранения энергии. Это предполо­жение, высказанное Бором в 1931 г. в связи с проблемой p-распада, поддержали многие физики, в частности Дирак, Ландау, Бронштейн *.  Это была, конечно, «правильная» гипотеза, правильно сформулированная для экспериментальной про­верки и правильно отвергнутая на основе экспериментов задолго до прямого экс­периментального подтверждения альтернативной нейтринной гипотезы Паули.Еще более распространенной была уверенность в том, что построение ре­лятивистской квантовой теории невозможно без радикальных изменений про­странственно-временных представлений. Связанный с этим круг разнообразных остроумных идей привлекал большое внимание, хотя после работы Бора и Ро­

* В то время считалось, что электроны входят в состав ядра. Тогда из принципа неопределенности с учетом размеров ядра следует, что скорости элект­ронов должны быть ультрарелятивистскими. Поэтому считалось, что Р-распад может θ быть объяснен только (еще не построенной) релятивистской квантовой теорией, «на чей счет» и относилось несохранение энергии.
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зенфельда 1933 г. об измеримости электромагнитного поля такая возможность перестала особенно волновать прагматически настроенных теоретиков.Обе идеи, которые для физиков того времени, пожалуй, нельзя было назвать 
и еретическими (настолько они были естественны), вызывали энтузиазм у Брон­штейна. Он не был прагматиком, «несмотря» на совершенно свободное владение математическим аппаратом современной физики и большую «физическую силу ума» (выражение, бытовавшее в его среде).Бронштейн относился к тем теоретикам, для которых физика не сводится к возможности решить увлекательные и трудные задачи раньше других, изящнее других и в большем количестве. Он относился к тем физикам, для которых жиз­ненно необходима целостная и развивающаяся физическая картина мира. Об этом, в частности, говорит и его глубокий интерес к предполагаемым в то время точкам роста физического знания: закону сохранения энергии и локальности про­странственно-временного описания.Стоит подчеркнуть, что это не был только так называемый философский ин­терес. Матвей Петрович, по свидетельству многих знавших его физиков, не имел себе равных по объему глубоко и последовательно продуманных физических зна­ний, и поэтому для него упомянутые два вопроса были не изолированными, а взаимосвязанными с другими фундаментальными конкретными фактами, свойст­вами физической реальности. Закон сохранения энергии он связывал с вопросом об источнике энергии звезд и с космологической временной асимметрией, а не­определенность абсолютно-локального пространственно-временного описания свя­зывал с будущим подлинным синтезом квантовых и релятивистских идей и с фактом атомистического строения материи. Источники звездной энергии были найдены, как известно, без опасности для закона сохранения энергии и без вве­дения временной асимметрии фундаментальных законов, однако второй круг во­просов сохранил по существу свою актуальность до наших дней. И сейчас нет теоретического объяснения факта атомарности электрического заряда [Салам, 1980]. Обнаруженная впервые Бронштейном несовместимость понятий римано- вой геометрии ОТО и квантовых ограничений до сих пор не нашла своего раз­решения в построении полной квантовой теории гравитации.Для методологической настроенности Бронштейна ключевыми были слова «границы применимости». Он глубоко понимал органическую связь прошлого и будущего в науке, запечатленную, в частности, в понятийной структуре разви­вающегося знания. Слова «границы применимости» нередко встречаются в на­учных статьях Бронштейна, начиная, как мы видели, с самой первой. Один из важнейших его результатов, о котором подробнее будет говориться дальше, — это обнаружение квантовых границ применимости общей теории относитель­ности.Подлинная космологическая теория, как полагал Бронштейн, должна опи­раться на максимально общую физическую теорию, и в этой связи он рассмат­ривал структуру физики в целом, отношение физических теорий друг к другу. Структура физики для него прежде всего определяется границами применимо­сти отдельных физических теорий. Каждая такая граница соответствует неко­торой фундаментальной физической константе, значением которой в одной из двух соседних областей можно пренебречь (см. об этом далее).Для физики первой трети 20 в. наряду с революционным духом было харак­терно резкое возрастание удельного веса «высшей» математики. Понимая и при­нимая это усиление математической компоненты в физической теории, Брон­штейн и преподавание физики строил в соответствии с этим. Причем он считал необходимым, чтобы фундаментальные дисциплины, и в частности математика, были положены в основу не только теоретического, но и инженерно-физического образования (предвосхищая современную тенденцию). Его студентам запомни­лась, например, фраза о том, что человеку, знающему, что такое производная, для освоения сопромата требуется не два года (отводившиеся в действительно­сти), а две недели.Вполне владея и свободно пользуясь математическим аппаратом теоретиче­
ской физики, Бронштейн видел в математике не только технический инструмент 
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для решения физических задач. Он, например, мог с интересом читать и обсуж­дать книгу по теории чисел. Это, впрочем, было лишь одним проявлением широты его кругозора, активных его интересов практически во всех областях куль­туры.Знавшие Матвея Петровича, характеризуя его, единодушно говорят о вы­дающейся его образованности: «энциклопедически образован», «самый образо­ванный человек из тех, кого я встречал». При этом его энциклопедическая об­разованность вовсе не казалась результатом того, что он читал и запоминал наизусть энциклопедии, хотя он и был наделен превосходной памятью и способ­ностью легко и быстро усваивать новое. (У него, в частности, были замечатель­ные способности к языкам. На окружающих производило большое впечатление, когда на конференциях он свободно переходил с одного языка на другой. При его участии были переведены на русский язык одна за другой книги Дирака (с английского), Бриллюена (с французского) и Беккера (с немецкого).)Широта интересов и познаний Бронштейна была очень гармоничной и есте­ственной. И физику он воспринимал не просто как собрание трудных и интерес­ных задач, а как естественную и органическую часть человеческой культуры.Глубокую образованность Бронштейна дополнял литературный дар, говоря точнее, дар слова. Его научные статьи написаны хорошим, свободным русским языком, не подавленным тем стилем научно-протокольной прозы, который так легко пародировать. Впрочем, статьи его столь же чужды того туманного кра­сноречия, которым иногда пытаются компенсировать недостаток продуманных мыслей.Именно сочетание глубоких знаний и чувства слова дало возможность рас­крыться педагогическому таланту Матвея Петровича. У него была живая по­требность делиться своими знаниями, фиксировать в слове наполнявшие его мысли и чувства. Еще студентом он начал писать научно-популярные статьи. За свою короткую жизнь, насыщенную активной научной работой, он, кроме не­скольких десятков научно-популярных статей написал три научно-популярные книги и три научно-художественные книги для юного читателя.Жанр научно-художественной детской книги формировался в ленинградском Детиздате при активном участии С. Я. Маршака. Маршак «открыл» и Бронштей­на, заразил его своим энтузиазмом и помог найти композицию первой его на­учно-художественной книги — «Солнечное вещество». В предисловии к публика­ции этой книги в Горьковском альманахе «Год восемнадцатый» Маршак писал о жизненной необходимости и общих целях научно-художественной литературы. Бронштейна увлекла задача раскрыть внутренний смысл и драматизм жизни науки для тех, кому эта жизнь понятна не более, чем фильм или даже радио­спектакль на неизвестном языке. Последующие две книжки «Лучи икс» и «Изо­бретатели радиотелеграфа» он написал уже почти без редакционной помощи. Хотя эти книги были адресованы юным читателям, о каждой из них можно ска­зать словами Ландау (из предисловия к переизданию «Солнечного вещества» в 1959 г.): «Она написана с такой простотой и увлекательностью, что читать ее, пожалуй, равно интересно любому читателю — от школьника до физика-про­фессионала».Бронштейн относительно много времени уделял научно-популярной лите­ратуре, но его коллеги, не говоря уж о детских писателях и педагогах, вполне одобряли его деятельность. Во-первых, потому что он очень хорошо это делал, а во-вторых, потому, что необходимость настоящей популяризации науки ясно- осознавалась ими в большой степени под влиянием самого Бронштейна.Окружающая Матвея Петровича атмосфера уважения и любви в немалой степени определялась его собственной доброжелательностью. Если его остроум­ные реакции на происходящее и бывали порой довольно язвительны, то воспри­нимались обычно без обиды, поскольку в основе своей имели добрые чувства. Во время защиты одной диссертации он назвал обсуждаемый эффект чисто уни­верситетским и пояснил, что в средневековых университетах, где к всевозможным постулатам относились особенно бережно, главной целью диссертанта было не подвергнуть эти постулаты какой-либо опасности. Но это замечание нисколько. 
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не помешало ему вполне положительно оценить уровень диссертационной ра­боты.Впрочем доброжелательность Бронштейна имела естественные «границы при­менимости». В частности, за этими границами находились весьма активные дея­
тели, которые стремились подчинить развитие физики натурфилософским построе­
ниям. Симпатии не вызывали также те физики, которые, не поспевая за разви­тием науки, ответственность за это возлагали на саму физику. В 1931 г. вышел 
том «энциклопедии со статьей «Эфир», по содержанию запаздавшей на не­сколько десятилетий. Ее автор, маститый физик, обвинял теорию относительнос­ти в махизме и других смертных грехах. По этому поводу, при активном уча­стии Бронштейна, автору была послана фототелеграмма (незадолго до того появившийся вид почтовой связи). На фототелеграмме был изображен автор статьи, роящийся в груде мусора, из которой торчали некие предметы с над­писями «теплород», «флогистон» и т. п. В руках автора был изображен предмет 
с надписью «эфир» и имелось пожелание дальнейших успешных поисков (по­добные выступления, конечно, не делали жизнь Бронштенйа проще). При этом следует иметь в виду, что сам Бронштейн вовсе не был «ура-релятивистом». Он (как, кстати, и Эйнштейн) глубоко понимал и обоснованность и необоснован­ность идеи эфира; достаточно ознакомиться с его статьей 1929 г. «Эфир и его роль в старой и новой физике».И наконец, перед тем как перейти к описанию научных работ, приведем сло­
ва писателя К. И. Чуковского [44и]:«За свою долгую жизнь я близко знал многих знаменитых людей: Репина, Горького, Маяковского, Валерия Брюсова, Леонида Андреева, Станиславского, 
и потому мне часто случалось испытывать чувство восхищения человеческой лич­ностью. Такое же чувство я испытывал всякий раз, когда мне доводилось встре­чаться с молодым физиком М. П. Бронштейном. Достаточно было провести в его обществе полчаса, чтобы почувствовать, что это человек необыкновенный. Он был блистательный собеседник, эрудиция его казалась необъятной. Англий­скую, древнегреческую, французскую литературу он знал так же хорошо, как и русскую. В нем было что-то от пушкинского Моцарта — кипучий, жизнерадо­стный, чарующий ум».

2. Теория гравитации в работах Бронштейна. Первые работы Бронштейна, связанные с теорий гравитации, с ОТО, были посвя­щены космологии и астрофизике. В 1931 г. в УФН был опублико­ван обширный (60 страниц) обзор Бронштейна «Современное со­стояние релятивистской космологии». Появление этого обзора было вполне своевременным, поскольку открытый в 1929 г. закон Хаббла стал по существу первым наблюдательным фактом кос­мологического характера, открывшим возможность для превраще­ния космологии в физическую теорию. В статье 24-летнего автора с ясностью, особенно существенной для читателей того времени, излагались основы ОТО, постановка космологической задачи и рассматривались основные космологические модели. Эта статья имела важное значение для истории космологии в нашей стране и осталась в памяти даже тех физиков, вошедших в науку в на­чале 30-х годов, чья деятельность прямо не касалась космоло­гии *.
* Статья 1931 г. была первой, в которой Бронштейн имел дело с ОТО. И до этой статьи и после нее его'физические интересы вовсе не исчерпывались толь­ко фундаментальными вопросами. Взаимодействие излучения с веществом, фи­



88 Глава 5. Квантовые границыВ этой статье не высказывается принципиальных сомнений в возможности построения космологической теории, основанной только на ОТО. В последующих же работах, посвященных космо­логии, такие сомнения являются одним из основных элементов. Бронштейн пытается обосновать утверждение: «объяснение все­ленной в целом в рамках существующих физических теорий не-

Матвей Петрович Бронштейнво время лекции по теории гравитациивозможно», поскольку «все существующие физические теории сим­метричны по отношению к обоим направлениям времени», а «та часть истории вселенной, которую мы знаем, не обладает симмет­рией по отношению к обоим направлениям времени» [21д, с. 195,. 213]. Он имел в виду прежде всего термодинамическую выделен- ность направления времени.В связи с этим Бронштейн значительное внимание уделял воп­росу о границах применимости физических теорий. Большую часть работы [21д] составляет раздел «Отношение физических теорий друг к другу и к космологической теории». Свой анализ Брон­штейн иллюстрировал схемой, изображенной на рис. 5.1. При этом зика твердого тела, астрофизика, физика атмосферы, космология, релятивистская квантовая теория, космические лучи, ядерная физика, квантование гравитации, квантовая электродинамика — таково разнообразие областей, к которым отно­сятся работы Бронштейна. С начала 30-х годов в ФТИ начали проводиться ра­боты в новых направлениях: физика полупроводников и физика ядра. Бронштейн сразу же включился в эти исследования. О значении работ Бронштейна по фи­зике полупроводников говорит уже то, что Ученый совет ФТИ предложил ему (на заседании 10 мая 1935 г.) представить для защиты докторской диссерта­ции работу «Теория полупроводников» (ученая степень кандидата физико-мате­матических наук была присвоена Бронштейну без защиты диссертации за ра­боты по астрофизике).



классической геометрии ОТОестественным образом возникал вопрос и о границах области при­менимости ОТО. Однако никакого определенного ответа в этой статье Бронштейн не получил, хотя в ней и фигурирует (правда не в связи с вопросом о границах применимости ОТО) в качестве универсальной постоянной величина (JτG∣cP)t∣2, т. е. планковская длина. Бронштейн считал, что подлинная космологическая теория «должна увенчать здание физической теории вообще», позволяя вычислить все безразмерные величины, характеризующие состоя-

Рис. 5.1. Отношение физических теорий друг к другу и к космологиче­ской теории, «сплошные прямоугольники изображают существующие теории в физике, а пунктирные соответствуют еще не решенным проб­лемам» [Бронштейн, 1934, с. 207, 210]ние Вселенной. Эта (в некотором смысле экстремистская) точка зрения, как известно, не была принята, и космологи, не дожидаясь «полного завершения» физической теории, находят разумное оп­равдание своей деятельности в получении ответов хотя бы на не­которые вопросы космологического характера. Тем не менее Брон­штейн поднял действительно фундаментальную проблему, связан­ную с радикальным отличием подхода к описанию Вселенной (уникального физического объекта, существующего в единствен­ном экземпляре, с уникальной историей) и подхода к описанию других физических объектов (для которых могут реализовываться различные начальные условия и, соответственно, истории). Не­смотря на все достижения современной космологии, эта проблема (называемая иногда проблемой начальных условий) до сих пор не получила подлинного решения.О границах применимости ОТО Бронштейн упоминает также в 1935 г. в дополнении к русскому переводу книги Эйнштейна «Ос­новы теории относительности»:«Общая теория относительности должна рассматриваться как дальнейшее обобщение частной теории относительности, включаю­щее и явление тяготения. В настоящее время трудно говорить о 



90 Глава 5. Квантовые границыграницах применимости ОТО. Однако следует подчеркнуть, что уравнения ОТО не являются вполне однозначным следствием из 
ее физических принципов. ...Поэтому вполне возможно, что OTOr 
в ее существующей форме, является лишь предварительным на­броском теории и что построение истинной теории тяготения должно быть связано с еще более глубоким преобразованием фи­зических понятий, нежели то, которое достигнуто в общей теории относительности Эйнштейна».Последняя фраза, возможно, уже отражает частично резуль­таты работы по квантованию гравитации — обнаружение принци­пиальной ограниченности понятий римановой геометрии с учетом квантовых эффектов (см. § 5.4).О том, как Бронштейн относился к самой возможности кван­тового обобщения ОТО, красноречиво говорят слова, которыми заканчивается его статья 1929 г. [21а] (эта статья, опубликован­ная в научно-популярном журнале «Человек и природа», была посвящена попытке Эйнштейна объединить гравитацию и электро­магнетизм) :«Построение такой геометрии пространства и времени, из кото­рой вытекали бы не только законы тяготения и электромагнитного поля, но и квантовые законы — вот величайшая задача, которая когда-либо стояла перед физикой».Важное значение имела статья Бронштейна 1934 г. «К вопросу 
о релятивистском обобщении принципа неопределенности», посвя­щенная привлекавшей в то время большое внимание проблеме измеримости электромагнитного поля. В 1931 г. Ландау и Пайерлс поставили под вопрос непротиворечивость и физический смысл понятия «поле в данной точке», одного из основных понятий в квантовой теории электромагнитного поля. В известной работе Бора и Розенфельда 1933 г. в результате тщательного анализа теория была реабилитирована. Развивая этот анализ, Бронштейн высказал мнение, что в будущей полной теории (описывающей 
как поле, так и частицы) станут невозможны неограниченно боль- ,шие величины плотности заряда р, которые приходилось привле­кать, чтобы обеспечить возможность сколь угодно точного измере­ния компоненты поля: «Принципиальная невозможность измерить- 
с произвольной точностью поле в будущей релятивистской теории квант будет связана с принципиальным атомизмом материи, т. е. 
с принципиальной невозможностью беспредельно увеличивать р».В то время (как, впрочем, и до сих пор) не было известно, 
в какой форме должен быть учтен «принципиальный атомизм ма­терии»; сам характер и возможности будущей «релятивистской теории квант» представлялся очень неясно. (Бронштейн, как и дру­гие, считал, например, что эта теория должна определить значение постоянной тонкой структуры теоретически.) Но, применяя анало­гичные рассуждения в квантовой теории гравитации, Бронштейн привлек возникающие в ОТО естественным образом принципиаль­



классической геометрии ОТО 91ные ограничения плотности гравитационного заряда, т. е. массы (см. § 5.4).Время сохранило в памяти физики несколько его работ, кото­рые так или иначе относятся к гравитации. Специалисты по тео­рии внутреннего строения звезд помнят о статье Бронштейна 1933 г., посвященной, в частности, гравитационному равновесию вырожденных звезд, в которой дано уравнение, учитывающее реальное изменение по радиусу степени релятивизма вещества звезды.Принципиальное значение для космологии имела работа Брон­штейна 1937 г. о возможности (точнее, о невозможности) спонтан­ного расщепления фотона [52, с. 124]. Как раз в тридцатые годы появились предположения о том, что красные смещения в спект­рах удаленных галактик являются результатом не эффекта Допплера, связанного с расширением Вселенной, а «старения» фо­тонов, проходящих огромные межгалактические расстояния. (Од­ним из оснований для этой гипотезы были неувязки с заниженным тогда на порядок возрастом Вселенной.) Такое старение, или покраснение фотонов, как считалось, могло быть вызвано явле­нием спонтанного распада фотона на несколько фотонов меньшей (более красной) частоты. В работе Бронштейна такая возмож­ность была отвергнута, во-первых, на основании общих и изящ­ных соображений, связанных с принципом относительности, и, во- вторых, с помощью прямого квантово-электродинамического рас­чета, который при состоянии теории того времени был весьма сло­жен. В результате фундаментальнейший космологический факт получил надежное обоснование.Однако наибольшим достижением Бронштейна стала выпол­ненная им в качестве докторской диссертации работа по кванто­ванию гравитации. Защита диссертации состоялась в ЛФТИ 22 ноября 1935 г. Оппонентами по диссертации выступали В. А. Фок и И. Е. Тамм, в дискуссии приняли участие Ю. А. Крут- ков, Я. И. Френкель и В. К. Фредерикс. Как отметил Фок, прове­денное Бронштейном исследование — «первая работа по кванто­ванию гравитационных волн, в которой дело доведено до получе­ния физических результатов». Тамм в своем отзыве указал: «Нельзя не отметить чрезвычайную математическую сложность проблемы, которой посвящена диссертация. Успешное разрешение ее свидетельствует о значительном математическом искусстве ав­тора. Только искусное использование специальных математических приемов сделало поставленную себе автором задачу вообще прак­тически разрешимой» [10] (см. также [114а]).О значении этой работы Бронштейна свидетельствует, в част­ности, ее включение в сборник важнейших работ в области теории гравитации, изданный к 100-летию со дня рождения Эйнштейна {5]. Впрочем важность полученных Бронштейном результатов <5ыла видна уже в те годы. Когда в 1936 г. на сессии АН СССР 
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с отчетом о деятельности Физико-технического института выступил А. Ф. Иоффе, то среди важнейших научных достижений в разделе «теоретическая физика» было указано квантование гравитацион­ного поля [95]. В научной характеристике Бронштейна, написан­ной несколько позже Л. И. Мандельштамом, С. И. Вавиловым и 
И. Е. Таммом, наряду с его достижениями в теории полупровод­ников и в ядерной физике отмечалось: «В своей докторской дис­сертации, публично защищенной им с большим успехом, 
М. П. Бронштейн разработал теорию квантования гравитационных волн, имеющую существенное значение для правильного понима­ния ряда основных положений квантовой электродинамики».Результаты, полученные Бронштейном, были опубликованы в двух статьях [21з, и] (первая из которых является сокращенным вариантом второй). Речь в них идет о квантовании слабого грави­тационного поля, однако один из важнейших результатов, сохра­нивший свое значение до нашего времени, состоит в общем анали­зе совместимости квантовых и общерелятивистских представлений (этот анализ будет рассмотрен отдельно).Исходя из данной Гейзенбергом и Паули общей схемы кван­тования полей Бронштейн рассмотрел гравитацию в приближении слабого поля, когда можно не учитывать геометрический характер гравитационного поля и рассматривать его как поле симметрич­ного тензора второго ранга в пространстве Минковского. Из рас­смотрения квантованного слабого гравитационного поля он полу­чил два важных физических следствия: 1) выражение для интен­сивности гравитационного излучения, совпавшее в классическом пределе с формулой Эйнштейна, и 2) ньютоновский закон тяготе­ния как следствие квантово-гравитационного закона взаимодей­ствия.Казалось бы, это всего лишь естественные требования прин­ципа соответствия, которые могут только, самое большее, свиде­тельствовать о правильности способа квантования. Однако в дей­ствительности эти результаты имели принципиальное значение. Дело в том, что особое положение гравитационного поля, отож­дествление его с метрикой пространства-времени, вызывало по разным причинам сомнения в осуществимости синтеза квантовых 
и общерелятивистских идей. Достаточно сказать, что и в 60-х го­дах Л. Розенфельд высказывал мнение, что квантование гравита­ционного поля может оказаться бессмысленным, поскольку грави­тационное поле имеет, возможно, чисто классическую макроскопи­ческую природу [1046]. А ведь Розенфельд был первым, кто рас­сматривал квантование гравитационного поля не на словесном уровне [104а]. Мнение о «слишком особом» характере гравита­ционного поля, отделяющем это поле пропастью от других физи­ческих полей, было довольно распространенным (даже в настоящее время имеются сторонники этого мнения, хотя преобладает все же противоположная точка зрения). Не менее известной была тогдаш­



классической геометрии ОТО 93няя позиция самого Эйнштейна, считавшего, если можно так вы­разиться, что от истинной, полной физической теории общую тео­рию относительности отделяет меньшее расстояние, чем квантовую теорию.Исследование Бронштейна продемонстрировало глубокие связи классического и квантового (хотя и неполного) вариантов описа­ния гравитации и, тем самым, свидетельствовало о возможности 
и необходимости квантового обобщения теории гравитации.Кроме указанных двух результатов Бронштейна следует упо­мянуть также его замечание в статье 1937 г., посвященной спон­танному распаду фотона. Это замечание касается взаимных пре­вращений фотонов и гравитационных квантов:«Заметим, что общие свойства вероятности расщепления в еди­ницу времени, выведенные выше с помощью принципа относитель­ности, остаются справедливыми и в том случае, если в числе час­тей, на которые распадается фотон, имеются не только кванты света, но и гравитационные кванты (такие расщепления, разумеет­ся, нисколько не противоречат законам сохранения). В настоящее время не существует удовлетворительной теории взаимодействия между светом и тяготением. Возможно, что будущая квантовая «единая теория поля» должна будет рассмотреть и такие превра­щения (полные или частичные) квантов электромагнитного поля в гравитационные кванты. «Nature seems to be delighted with transmutations» (Исаак Ньютон, «Оптика», вопрос 30)>>^ [21κ, с. 340].

5.4. «...ПРИНЦИПИАЛЬНОЕ РАЗЛИЧИЕ 
МЕЖДУ КВАНТОВОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКОЙ 

И КВАНТОВОЙ ТЕОРИЕЙ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ»Итак, общая идейная атмосфера, в которой находился и рабо­тал Бронштейн, и в особенности его размышления над космоло­гической проблемой свидетельствуют о вполне мотивированном его обращении к проблеме квантования гравитации, которая на бронштейновской схеме (рис. 5.1) находится в прямоугольнике,, предшествующем полной космологической теории. Возможно, ко­нечно, что был и более непосредственный повод для выбора этой темы. Например, Я. И. Френкель, в тесном контакте с которым находился Бронштейн, писал в конце 40-х годов: «А. Эйнштейн был, вероятно, первым, кто указал на связь между гравитацион­ными волнами и соответствующими частицами (в беседе с авто­ром в 1925 г.). Подробное математическое исследование этого вопроса было опубликовано в нашей стране М. Бронштейном в 1936 г.» (цит. по [128а, с. 147]). Нет, впрочем, сомнений, что к 1935 г. Бронштейн был уже вполне самостоятельным физиком.Статью о квантовании гравитации Бронштейн начинает с клас­сической (неквантовой) теории слабого гравитационного поля. 



94 Глава 5. Квантовые границы(и, в частности, гравитационных волн) как малых возмущений псевдоевклидовой геометрии, когда метрический тензор gik может быть представлен в виде
giħ~ biħ-↑-htk9где δiħ — метрика Минковского, а все величины hik малы по сравнению с единицей. В этом случае, как показал еще Эйнштейн в 1916 г., общие нелинейные уравнения ОТО сводятся к линейным уравнениям (с точностью до членов высшего порядка малости по 

hik): (2)где Тгк — тензор энергии-импульса, κ=16πG∕c2, G — ньютонов­ская гравитационная константа, с — скорость света.Затем, сконструировав подходящий для этого случая гамиль­тониан гравитационного поля, Бронштейн выписывает перестано­вочные соотношения в соответствии с общей схемой квантования полей Гейзенберга и Паули 1929 г.Однако, прежде чем перейти к последовательному построению квантовой картины слабого гравитационного поля, Бронштейн об­ращается к вопросу, касающемуся синтеза квантовых и гравита­ционных представлений в общем случае, а не только в случае сла­бого поля. Проследим за его рассуждениями подробнее.После краткого обсуждения перестановочных соотношений он пишет:«Можно было бы думать, что здесь, как и в квантовой электро­динамике, получается вполне последовательная квантово-механи­ческая схема, содержащая величины, которые, правда, не всегда могут быть измеряемы с произвольно задаваемой точностью одно­временно, но каждая из них может быть сколь угодно точно изме­рена в отдельности. ...Чтобы понять природу тех физических ус­ловий, которые могут сделать это утверждение недействительным, рассмотрим в качестве простейшего примера измерение величины {00,1], т. е. одной из скобок Кристоффеля [играющих, как извест­но, роль напряженности гравитационного поля. — Г. Г.]. Эта величина может быть измерена посредством пробного тела, движу­щегося со скоростью, бесконечно малой по сравнению со скоростью света» [21и, с. 214]. Действительно, как показывает Бронштейн, в этом приближении, если считать и гравитационное поле слабым, уравнение геодезической для координаты xi

переходит в уравнение 
d2x

c2dt2
__  ∂^pi________1 ∂∕ι0Q

c∂t 2 дх
(3)



классической геометрии ОТО 95здесь x≡≡x1, Γj,oo — современное обозначение символа Кристоф- феля [00,1], с — скорость света.Для измерения значения Γι,oo среднего по объему V и за про­межуток времени Т (а как показали Бор и Розенфельд в 1933 γ.f в квантовой теории поля можно говорить только о такого рода из­мерениях) следует измерить компоненту рх импульса пробного тела, имеющего объем V, в начале и в конце промежутка време­ни Т, поскольку в рассматриваемом приближении
r _ d2x _ px(f+T)-px(f) 1,00 c¾ft*  c2pVT

где р — плотность пробного тела. Поэтому если измерение им­пульса имеет неопределенность порядка ∆px, то неопределенностьΔΓιtoo (4>Неопределенность импульса ∆px состоит из двух слагаемых: обыч­ного квантово-механического члена (Δpx)ι = Λ∕Δx (где ∆x — не­определенность в координате) и «члена, связанного с полем тяго­тения, создаваемого самим измерительным прибором вследствие отдачи при измерении импульса». Второе слагаемое Бронштейн оценивает следующим образом. Уравнения (2) с учетом используе­мого приближения дают□Λ01 = κT01 = κpvx∣c.Если на отдельное измерение импульса затрачивается промежуток, времени ∆f (при этом должно быть Δt<ζ,T), то неопределенность величины йоь связанная с неопределенностью скорости отдачи 
υx~∆x∣∆t, имеет порядокΔft0ι ~ κP (c∆t)2 = кер ∆x∆t,

c∆tи согласно (3) неопределенность напряженности гравитационного поля ∆Γιιoo~κpΔx.Соответствующая неопределенность импульса, связанная с собст­венным гравитационным полем пробного тела, имеет тогда по­рядок, (∆jρx)2~ c2ρ VΔΓi,oo∙Δ^=c2κp2 V∆x∆∕.Таким образом, общая неопределенность импульса∆px = (Δpx)ι+(Δpx)2~^∕Δx+c2κp2VΔxΔt (5)Чтобы сделать эту неопределенность минимальной, нужно, как следует из (5), выбрать∆x = (Λ∕κc⅛Ψ∆0v2 . (6)-



96 Глава 5. Квантовые границыТогда (Δpx)min~(WpΨΔ∕),∕2,/аг \ 1 ∕ Λκc2∆∕ ∖i∕2 .(ΔΓ1,00)min~------—) • (7)Продолжительность измерения импульса Δ∕ ограничивается снизу двумя условиями. Во-первых, должно быть ∆t>∆x∣c, чтобы скорость отдачи, вызванной измерением импульса, была меньше скорости света. Отсюда и из (6) следует∆f > τ1 = (∕i∕κc4pψ)1∕3 . (8)Во-вторых, из самого смысла измерения поля в объеме V сле­дует, что величина ∆x должна быть меньше размеров пробного тела: Δx<V173. Учитывая (6), получим
∆t>τ2 = n.,c2κpsV5∕3 . (9)Получив эти две нижние границы для АЛ Бронштейн отмечает, что отношение первой из них ко второйXi = ^cκp2K2y∕3 _ ( c×m2 у/з

«зависит от массы пробного тела, будучи совершенно ничтожной величиной в случае электрона и становясь величиной порядка 1 в случае пылинки, весящей сотую долю миллиграмма» [21и]. Для неопределенностей ΔΓι,oo получаются соответственно две границы(ΔΓ,.00)mlπl (На)
(∆Γ,. (116)Поскольку, как видно отсюда, для возможно более точного измере­ния Γι,oo в данном объеме V следует применять пробные тела воз­можно большой массы (плотности), то существенной становится только первая граница.Бронштейн указывает, что предыдущие рассуждения аналогич­ны соответствующим рассуждениям в квантовой электродинамике. При этом он ссылается на работу [21е] (см. § 5.3) и пишет: «Но на этом месте приходится принять во внимание обстоятельство, из которого обнаруживается принципиальное различие между кван­товой электродинамикой и квантовой теорией гравитационного поля. Различие это заключается в том, что в формальной кван­товой электродинамике, не учитывающей структуры элементарно­го заряда, нет никаких принципиальных причин, ограничивающих увеличение плотности р. При достаточно большой плотности заря­да пробного тела точность измерения компонент электрического



классической геометрии ОТО 97поля может быть сделана какой угодно. В природе, вероятно, существуют принципиальные ограничения плотности электрическо­го заряда (не больше одного элементарного заряда на объем с линейными размерами порядка классического электронного ра­диуса), однако эти ограничения не учитываются формальной кван­товой электродинамикой... Не то — в квантовой теории гравита­ционного поля: она должна считаться с ограничением, вытекаю­щим из того, что гравитационный радиус пробного тела (κpV) не может превосходить его действительных линейных размеровκpV< У1/3». (12)Если это учесть, то (1) дает «абсолютный минимум неопреде­ленности» ап 1 ∕ A2κ2c \1/3
δγ>.°0> с2? ( у4/3 ) •Бронштейн, конечно, понимает, что этот «абсолютный предел вычислен очень грубо, потому что при достаточно большой массе измерительного прибора начнут, вероятно, играть роль отступле­ния от принципа суперпозиции...», однако он считает, что «анало­гичный результат сохранится и в более точной теории, так как он нисколько сам по себе не вытекает из принципа суперпозиции, а соответствует лишь тому факту, что в общей теории относитель­ности не может существовать тел сколь угодно большой массы при заданном объеме. В электродинамике нет никакой аналогии этому факту...., вот почему квантовая электродинамика возможна без внутренних противоречий». Поскольку для гравитации эта труд­ность не может быть обойдена, Бронштейн приходит κ, фундамен­тальному выводу:«Устранение связанных с этим логических противоречий тре­бует радикальной перестройки теории и, в частности, отказа от римановой геометрии, оперирующей, как мы здесь видим, принци­пиально [не] * наблюдаемыми величинами — а может быть и от­каза от обычных представлений о пространстве и времени и за­мены их какими-то гораздо более глубокими и лишенными наглядности понятиями. Wer,s nicht glaubt, bezahlt einen Taler»**.Именно так впервые были обнаружены пределы применимости общей теории относительности — неквантовой релятивистской тео­рии гравитации.

* В тексте пропущено «не» — явная опечатка, сохраненная, к сожалению, и в сборнике [5], в котором помещена часть статьи М. П. Бронштейна.** Немецкая фраза, которой Бронштейн (по-видимому, вместо восклица­тельного знака) заканчивает параграф статьи в ЖЭТФе, в буквальном переводе означает: «Кто этому не верит, тот платит талер». Эта фраза представляет со­бой измененное с помощью отрицания nicht идиоматическое выражение, кото­рое, в свою очередь, означает: «Кто этому верит, с того талер за доверчивость».



98 Глава 5. Квантовые границыСамо существование таких пределов предвиделось и раньше — достаточно вспомнить замечание Эйнштейна 1916 г. о том, что квантовая теория должна модифицировать теорию гравитации, не­удовлетворенность Эйнштейна тем, что «линейки и часы», исполь­зуемые в построении ОТО, рассматривались безо всякого учета их микроскопического строения, упоминавшееся замечание О. Клейна 1927 г. и т. д. Однако все такие соображения имели логический или методологический характер. В отличие от этого бронштейнов- ский анализ проведен на физическом, количественном языке.Единственное, чего может не хватать современному читателю,, так это явного указания на роль планковских величин, как кван­товых границ области применимости ОТО. Однако неявно такие величины, конечно, у Бронштейна есть, поскольку в анализ вовле­чены все три константы с, G, ħ. Рассуждения Бронштейна легко' дополнить так, чтобы планковские величины возникли и явным образом. Собственно одна такая величина — планковская мас­са — появилась уже в тексте Бронштейна. Это та самая «пылин­ка, весящая сотую долю миллиграмма», для которой неопределен­ности (8) и (9) имеют одинаковый порядок (в статье [21з] выпи­сано даже явное выражение для планковской массы).Чтобы планковские величины «проявились», можно, например,, рассуждать так. Будем стремиться измерять напряженность грави­тационного поля не только с наименьшей неопределенностью, но и в наименьшем возможном объеме (ведь в ОТО считается имею­щим смысл понятие «поле в данной точке»). Тогда уже придется рассматривать обе границы (8) и (9), а не только первую из них. Для уменьшения неопределенности ,ΔΓι,oo надо использовать мак­симально возможную плотность пробного тела; в силу (12) это-
Тогда границы (8) и (9) превращаются в

τ1 = (c^^4κ ΛV1∙z3)ιz3, 

τ2 = c-2κ⅛Γ-lz3.

(8а)(9а>По самому смыслу измерения напряженности, усредненной за про­межуток времени Т, должно выполняться, как уже отмечалось, условие Δz≪T. Поэтому, при данном Т следует стремиться к наи­меньшему возможному Δ∕. Так как τ1 уменьшается с уменьшением 
V, a τ2 растет, минимальное значение наибольшей из величин τι,, Т2 достигается при τι=T2∙ Тогда

Ь = τ2 = (c 3κft)v2 = z∏λ∙При этом соответствующие размеры пробного тела
ι = v"3~^'^'n = ∣^



классической геометрии ОТО 99его масса m = рГ = (c~,κ"1fi)lz2 = тпл,и, наконец, минимальная неопределенность(ΔΓ)min= ∖∣cT.Если же мы учтем, что неопределенность в измерении гравита­ционного поля следует оценивать по суммарному воздействию на пробное тело — работе напряженности на расстоянии порядка размеров тела Δg≡ΔΓ∙ V1/3 (нетрудно понять, что эта же величина описывает неопределенность метрики), то получим∆gf = l-anJcT.Таким образом, область применимости классической теории грави­тации ограничивается, действительно, планковскими величинами.Вместе с тем, планковские величины ограничивают и примени­мость римановой непрерывной геометрии для описания свойств пространства-времени. Взаимосвязь проблемы квантования грави­тации с применимостью классического пространственно-временного описания обнаружил впервые, как мы видели, М. П. Бронштейн в 1935 г. Если бы даже он и знал (планковскую) величину кван­тово-гравитационных границ применимости пространственно-вре­менного описания, нелегко было в 30-е годы решиться говорить об этих границах. Величины 10~33 см и 10~5 г ( = 1019 ГэВ) фантас­тически далеки от насущных для физики того времени величин ядерных масштабов 10-13 см и 1 ГэВ. Вот, например, характерное высказывание Гейзенберга 1930 г.: «Часто высказывается надеж­да, что квантовая теория после разрешения только что названных проблем [связанных с релятивистской формулировкой квантовой теории], может быть, снова будет в значительной степени сведена к классическим понятиям. Но даже поверхностный взгляд на развитие, физики за последние тридцать лет показывает нам, что скорее, наоборот, можно ожидать еще более широких ограничений классического мира понятий. В добавление к изменениям нашего обыкновенного пространственно-временного мира, которые были потребованы теорией относительности и для которых характерна постоянная с и к соотношениям неопределенности квантовой тео­рии, символом которых может служить планковская постоянная А, появятся еще другие ограничения, стоящие в связи с универсаль­ными постоянными ei μ [масса электрона], М (масса протона)» [37, с. 79]. Это высказывание вполне отражало общественное мнение в физике 30-х годов. Если же в прогнозе Гейзенберга вместо е, μ, М. подставить G, то едва ли это нашло бы сочувствие у кого-нибудь в те годы. В частности, потому, что тогда не было идей, которые могли хотя бы эскизно соединить величины '10-33 см и 10~13 см (такие идеи появились только совсем недавно). И тем 



100 Глава 5. Квантовые границыне менее для замены набора ct ht е, μ, М на с, ⅛, G, как следует из бронштейновского анализа, были веские причины.Фундаментальный результат Бронштейна о принципиальной ограниченности понятий ОТО, обусловленной квантовыми эффек­тами, по-видимому, не был оценен в полной мере. Во всяком слу­чае В. А. Фок, довольно подробно прореферировавший статью Бронштейна для центрального европейского реферативного жур­нала, ограничился лишь неопределенной фразой: «...развиты неко­торые соображения об измеримости величины поля» [123а].А на защите диссертации Фок высказался по этому поводу даже несколько критически. Выступив сразу после диссертацион­ного доклада Бронштейна, он сказал:«Работа М[атвея] Петровича] — первая работа по кванто­ванию гравитационных волн, в которой дело доведено до полу­чения физических результатов. В работе Розенфельда, посвящен­ной тому же вопросу, содержатся лишь общие математические результаты.В работе М. П. проведено исследование гравитационных волн в инвариантном виде, и, далее, доведено до конца квантование. Большой интерес имеет здесь аналогия между волнами гравита­ционными и электромагнитными. Эта аналогия дала возможность использовать аппарат электродинамики, но, помимо этого факта, она представляет интерес с физической стороны. Уравнение Эйн­штейна — нелинейные — представляют достаточно хорошее при­ближение. Здесь же, с одной стороны, использована нелинейная теория, затем проведена линеаризация и, наконец, квантование.В электродинамике у нас пока нет нелинейной теории, обоб­щение на нелинейную лишь начинается. Работа М. П. представ­ляет поэтому интерес в том отношении, что она может пролить свет на соотношение между линейной теорией и нелинейной.Что касается вопроса об измерении гравитационного поля, то здесь опять имеется положение, аналогичное соответствующему положению в электродинамике. Введение гравитационного радиуса здесь может вызвать те же возражения, что и в электродинамике.Результаты, полученные М. П., бесспорны, и поэтому я могу на этом закончить».М. П. Бронштейн на это ответил:«Аналогия между нелинейной теорией гравитации и нелинейной электродинамикой и теорией Борна — Инфельда мне представ­ляется спорной. Именно, нелинейная электродинамика унитарна, а общая теория относительности не унитарна. Я не думаю, что из сравнения настоящей теории с общей теорией относительности можно вывести большие следствия» [10а].Оценка ситуации Бронштейном была, несомненно, точнее. Он совершенно правильно указал на глубокое различие между нели­нейной теорией гравитации (ОТО) и нелинейной электродинамикой 



классической геометрии ОТО 101Борна — Инфельда. Это различие не сводится к унитарности, ко­торую упомянул Бронштейн. (В те годы унитарной теорией поля называли теорию, в которой частица — это особая точка поля, а ее масса — энергия поля, связанная с особой точкой. При этом обычные теории назывались дуалистическими, поскольку в них по­нятия поля и частицы были независимыми {18, с. 717].)Не менее важным было различие характеров нелинейности в ОТО и в теории Борна — Инфельда. Нелинейность ОТО в боль­шой степени однозначна. Физическая причина этой нелинейности, как известно, — принцип эквивалентности. В то же время нели­нейный лагранжиан теории Борна — Инфельда был «сделан руками»: Lbi = ε~1 (1 + еЛм)1/2, где Ам — обычный линейный, максвелловский лагранжиан, е — малая константа. Сам тип нелинейности не следовал из каких-ли­бо глубоких физических соображений. Теория Борна — Инфельда была нацелена специально на проблему бесконечной собственной энергии электрона, а лагранжиан выбирался так, чтобы этой про­блемы не возникало уже на классическом уровне. При этом клас­сический радиус электрона re = e2∣mc2 появлялся только как харак­терное расстояние, начиная с которого поведение поля E~~e∕(r4 + ÷ro)v2 существенно отклонялось от кулоновского; здесь 
rQ-re.Поэтому трудно согласиться с Фоком в том, что имеется ана­логия между радиусом электрона, который появлялся в .теории Борна — Инфельда (и который, по-видимому, имел в виду Фок), и гравитационным радиусом, существование которого связано с фундаментальным физическим фактом равенства гравитационной и инертной масс, или с теоретическим выражением этого факта — принципом эквивалентности.К анализу пределов применимости ОТО, проведенному Брон­штейном, нельзя предъявлять претензии в недостаточной строгос­ти, так как вполне понятно, что точное описание области приме­нимости ОТО мог бы дать только анализ, проведенный в рамках (пока еще не существующей) полной квантовой теории грави­тации.Следует заметить, что и в наше время проблема измеримости гравитационного поля так же, как и вопрос о гравитационном из­лучении атомных электронов, о котором говорил Эйнштейн, отнюдь не являются задачами прикладного значения. Однако, когда речь идет (по выражению Эйнштейна) о «внутреннем совер­шенстве» теории, физики имеют право рассматривать все не за­прещенные самой теорией возможности. Поскольку в самой тео­рии гравитации нет запретов на рассмотрение атома и квантовых систем вообще, то величина эффекта не имеет значения для ана­лиза теории средствами самой теории. И анализ измеримости 



102 Глава 5. Квантовые границыгравитационного поля — это, конечно, лишь некоторая форма проверки внутреннего совершенства теории *.  Однако история физики показывает, что только теории высокого внутреннего со­вершенства достигали особенно значительного «внешнего оправ­дания», преобразуя технику и жизнь человеческого общества вообще.Как известно, в настоящее время проблема построения кван­товой теории гравитации не стоит изолированно от других важней­ших проблем физики, а составляет, по-видимому, главную часть проблемы построения единой теории фундаментальных взаимодей­ствий. Таким образом, путь, на который вступил Бронштейн, вел в самый центр исследований современной физики.
5.5. ПЛАНКОВСКИЕ ВЕЛИЧИНЫ И КВАНТОВАЯ ГРАВИТАЦИЯНа протяжении двух десятилетий, последовавших за работой Бронштейна, в области квантования гравитации было затишье. С конца 40-х годов начали, правда, появляться работы по кано­ническому квантованию общековариантных теорий поля [136], однако в них не рассматривались ни вопрос об описании условий, при которых учет квантово-гравитационных эффектов стал бы не­обходим, ни вопрос о пределах применимости обычной схемы квантования к гравитационному полю. (При рассмотрении, напри­мер, космологического прошлого иногда считалось «особым», тре­бующим учета квантовой теории тяготения, уже ядерное состояние вещества с плотностью ~1014 г/см3 [Иваненко, 1947].) И только в середине 50-х годов почти одновременно в нескольких работах и в разных обличьях появилась длина ∕0 = (Għ∕c3)1/2 (при этом имя Планка и его работа 1899 г. вначале не упоминались).В статье О. Клейна 1954 г. и в его докладе на Бернской кон­ференции 1955 г. [646, в] длина /0 появилась как одна из естест­венных единиц при рассмотрении простейших гравитационной и кулоновской «планетных» систем, а также квантового соотноше­ния E = hv. Однако более интересным было замечание Клейна о том, что длина /0 соответствует гравитационной границе области 

применимости спецрелятивистской квантовой теории. К этому выводу он пришел следующим образом. Частица, представленная волновым пакетом в объеме λ3, имеет энергию ~tcc∣,K и массу 
* Впрочем, Бронштейна занимало не только внутреннее совершенство теории. На защите В. К. Фредерикс задал ему вопрос: «В чем может сказаться физи­ческий эффект испускания гравитационных волн?» Ответ Бронштейна был кра­ток: «Это может быть замечено, например, в замедлении вращения двойных звезд» [10а]. Эти слова (прозвучавшие, напомним, в 1935 г.) стоит сопоставить с первым считающимся достоверным хотя и косвенным свидетельством о суще­ствовании гравитационного излучения в 1979 г. Именно такой эффект был об­наружен в двойном радиопульсаре PSR 1913+16 (Taylor J. Н. et al — «Nature», 1979, v. 277, p. 437).
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~h,∣c‰ (если λ≪λcompt≡∕i∕^c, т. е. если частица релятивистская). Тогда разность гравитационных потенциалов в центре и на краю волнового пакета Δφ~G∕z∕cλ2 мало изменит метрику, только если Δφ<Cc2 (поскольку компоненты метрического тензора gik~ 1 + +φ∕c2), т. е. если Għ∕cλ2<^c2, или λ> (G⅛∕c3)ly2 = Iq.Длина /о возникла и в связи с проблемами физики элементар­ных частиц. Еще в 1947 г. М. А. Марков обратил внимание на то, что квантовоэлектродинамический «радиус» электрона r0~ ~ (Λ∕mec)exp(—ħc∣e2) ~ 10~^7° см оказывается на пятнадцать поряд­ков меньше гравитационного радиуса электрона; таким образом, пренебрежение гравитационными эффектами оказывается неза­конным [82а]. Величина ∕ = G1/27z/ce = α-ιz2∕0, практически близ­кая к планковской длине (отличающаяся от нее множителем, рав­ным корню из постоянной тонкой структуры a = e2∕ħc), появилась в работе Л. Д. Ландау, А. А. Абрикосова и И. М. Халатникова1954 г. [71а, т. 2, с. 206] как граница области, вне которой кван­
товая электродинамика не может считаться замкнутой теорией 
из-за необходимости учета гравитационного взаимодействия (такая величина появляется при сравнении гравитационного взаимодействия двух ультрарелятивистских электронов Gm2∣r, где 
m~p∣c~ħ∣lc, с их кулоновским взаимодействием е2 г).На это обратил внимание В. Паули, под редакцией которого в1955 г. вышел сборник со статьей Ландау [716]. При обсуждении доклада Клейна на Бернской конференции Паули предположил, что существует связь между неприменимостью традиционных ме­тодов для квантования гравитации (вследствие неопределенности на световом конусе) и известными проблемами расходимости в квантовой теории поля [91а; г, с. 201]. Это замечание, встретив­шее поддержку и других физиков, стимулировало интерес к тео­рии квантовой гравитации.Первой и наиболее известной среди работ, в которых был ука­зан квантово-гравитационный смысл величины ∕0= (GΛ∕c3V/2, ока­залась статья Дж. Уилера [1955] «Геоны». Основным объектом рассмотрения в этой статье были гравитационно-электромагнитные образования (геоны), которые представлялись как стоячая элект­ромагнитная волна или пучок света, заключенные в тороидальном объеме и удерживаемые благодаря собственному гравитационному полю. В частности, Уилер поставил вопрос о диапазоне значений параметров, в котором геон может рассматриваться классически. Из размерных соображений он получил выражения для парамет­ров геона через характерную величину действия А, константы с, 
G и азимутальное число п (количество длин волн в стоячей волне): масса m ~n 1∕2 (Ac∣G)1/2,радиус г — n^2(AG∣c3)^2t длина волны λ~n~x∣2(AG∣c3)x∣2, (13)



104 Глава 5. Квантовые границыплотность p~nc5∕G2Λ,величина электрического поля (∕-zc7∕G2Λ) 1∕2 и т. д.Затем Уилер последовательно рассматривает следующие огра­ничения на возможность классического описания:1) действие Д~й, тогда из (13) следует г~/г1/210~33 см, mi~ 
~ ni/210-5 г;2) длина волны fk~ħ∣mc (комптоновская длина волны электрона), тогда из (13) следует т^-п 1018 г;3) плотность p~ 1014 г/см3 (ядерная плотность), тогда в силу (13) m3~n 1035 г;4) величина электрического поля ~ El^ = m2∙c3∣eħ (поле, в котором могут рождаться электрон-позитронные пары), тогда в си­лу (13) m4~n 1039 г.Огромную величину m4 (а не планковскую массу ml) Уилер и принимает в качестве нижнего предела для классического геона.Вместе с тем в статье Уилера содержатся также оценки флук­туаций гравитационного поля (метрики) ∆gik в зависимости от характерных пространственных масштабов L. Используя фейнма­новскую форму квантования (суммирование по траекториям), Уилер получает, что флуктуации метрики ∆g∖∙⅛ ~ (Gfi∕c3) 1/2L стано­вятся существенными, когда L~ (Għ∣c2γi2. Итак, длина (Gfi∕c3)1∕2, как оказалось, соответствует квантовым границам классической 
общей теории относительности. Именно этот подход стал впослед­ствии наиболее популярным.Ставшее сейчас общепринятым название «планковские величи­ны» Уилер ввел несколько позже (впервые о Планке в этой связи было упомянуто в статье Мизнера и Уилера 1957 г. [1196, с. 219, с. 192]) *.Таким образом, только в середине 50-х годов стало известно квантово-гравитационное значение планковских величин. Однако не следует думать, что для этого, действительно, было необходимо дожидаться фейнмановского способа квантования или даже просто завершенного аппарата квантовой механики. На самом деле ха­рактерные планковские масштабы для квантово-гравитационных явлений можно было обнаружить уже с помощью квантового по­стулата Бора 1913 г.Действительно, рассмотрим простую систему, состоящую из двух точечных частиц массы т, связанных гравитационным взаи­модействием и движущихся по круговой орбите радиуса г. Под­чиним эту систему классической механике ma = mυ2∣r= Gm2∕(2r)2 и квантовому постулату Бора 2mυr-nh, n=it 2,.... Чтобы выяс­нить, при каких значениях параметров системы m'1 и г ее описание должно существенно учитывать квантовые и релятивистские эф­фекты, нужно положить, что п достаточно близко к единице (ска­

* Как вспоминает Дж. А. Уилер (в письме автору от 10.2.1981), в 1955 г. он не знал о введенных Планком «естественных единицах».



классической геометрии ОТО 105жем, l<n<2) и скорость v достаточно близка к скорости света (скажем c∕2<v<c). Эти два неравенства в данном случае примут вид C/2 < 1∕2 (Gm/r)1/2 < с,1 ≤(Gm3r)ll2∣'ħ ≤2.В результате получаем, что квантово-гравитационной области соответствует одновременная близость т и г к их планковским значениям (рис. 5.2).Такой вывод до создания квантовой механики был бы не более «незаконным», чем указанные выше рассуждения Клейна и Уиле­

Рис. 5.2. Границы области квантово-гравитационных явлений (сбА), получен­ные с помощью ньютоновского закона тяготения и квантового постулата Бо­ра в координатах т, г и р, г (в логарифмической шкале). Точками обозна­чена область «невозможных» значений параметров, G — область ньютонов­ской теории тяготения, cG — область ОТО, Għ — нерелятивистская квантово­гравитационная область (фиктивная из-за игнорирования всех негравита­ционных взаимодействий)ра, поскольку точное установление границ применимости некото­рой теории до создания более общей теории является, строго говоря, невыполнимой задачей. Однако реально исторически план- ковские границы квантово-гравитационной области были обнару­жены спустя четыре десятилетия после того, как они могли быть обнаружены. Этот факт нельзя объяснить всего лишь малостью квантово-гравитационных эффектов; несмотря на внушительное расширение диапазона изучаемых экспериментальной физикой яв­лений по пространственным масштабам с Ю 8 до 10~13 см (в 50-е годы) квантово-гравитационная длина 10~33 см по существу не приблизилась. Ведь и первый, эйнштейновский, аргумент о не­обходимости синтеза квантовых и гравитационных представлений опирался па рассмотрение количественно совершенно ничтожного гравитационного излучения атома (см. § 5.2).



106 Глава 5. Квантовые границыБиография планковских величин дает интересный материал для размышлений о своевременности и несвоевременности научных открытий, о роли творческой личности в истории науки.Но в настоящее время планковские величины имеют гораздо большее отношение к самой физике, чем к ее истории. Кроме проблем построения квантовой теории гравитации и базирующей­ся на ней космологии ранней Вселенной планковские величины упоминаются в связи с современной ситуацией в физике элемен­тарных частиц. В центре внимания здесь находится, в частности, возможная нестабильность протона. Обсуждаемое время жизни протона ~1039 с соответствует существованию элементарных час­тиц с необычайно большой массой ~1016 mp, где mp— масса про­тона. Чтобы обосновать неабсурдность такого рода величины, ука­зывают прежде всего на значение массы 1019 mp. «Этот предел,— пишет С. Вайнберг [256], — известен как планковская масса, так как Макс Планк в 1900 г. заметил, что эта масса естественным образом появляется при любой попытке комбинирования его квантовой теории с теорией гравитации. Приблизительно план­ковская масса эквивалентна энергии, при которой гравитацион­ное взаимодействие между частицами становится сильнее, чем электрослабое или сильное взаимодействия. Чтобы избежать внут­ренних противоречий между квантовой механикой и общей тео­рией относительности, при энергии около 1019 протонных масс должны появиться некоторые качественно новые эффекты».Начало приведенной цитаты, более чем вольно обращающееся с фактами истории физики, говорит об уместности описания реальных историко-научных контекстов, в которых возникала планковская масса. Как мы видели, Планк, вводя в 1899 г. массу 
(cħ∣G) xr2≈ 1019 mp, не только не помышлял о комбинировании квантовой теории с теорией гравитации, но даже не подозревал, что обнаруженная им новая физическая константа приведет к по­явлению новой физической теории. При комбинировании кванто­вой теории с теорией гравитации и с указанем на «качественно новые эффекты» планковская масса появилась впервые в работе М. П. Бронштейна 1935 г. и, двадцать лет спустя, в работах Дж. Уилера и О. Клейна 1954 г. В том же 1954 году Л. Д. Лан­дау обратил внимание на то, что планковская энергия соответст­вует уравниванию гравитационного и электромагнитного взаимо­действий.В современной же физике все более крепнет убеждение, что участие планковских величин в квантовой гравитации, в космо­логии и в физике элементарных частиц будет следствием реше­ния одной проблемы — построения единой теории всех фунда­ментальных взаимодействий. Как считается, планковская масса соответствует той области энергий, где интенсивности всех фун­даментальных взаимодействий становятся сравнимы.
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5.6. ИСТОРИЯ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ И КОНСТАНТЫ с, 6, ħДля получения планковских величин в 1899 г. понадобились по существу только фундаментальные константы, а не какие-либо сложные теоретические конструкции. Только спустя много деся­тилетий выяснилась особая роль этих величин в теоретической физике. Поэтому рассмотрим внимательнее положение фундамен­тальных констант в структуре физики в ее историческом раз­витии.Фундаментальные константы и их роль в физике привлекали внимание не только Планка. Так, например, Паули в статье 1936 г. [91г, с. 7] рассматривал тогдашнее состояние физики на основе анализа роли, которую играют в структуре физики кон­станты с, G, Й.Однако к нашему обсуждению гораздо большее отношение имеет статья, появившаяся в ЖРФХО в 1928 г. и сейчас почти не известная. Статья называлась «Мировые постоянные и пре­дельный переход»; авторами ее были совсем еще молодые Г. Га­мов, Д. Иваненко и Л. Ландау.Статья начинается с чисто методического, казалось бы, во­проса о построении системы единиц. Авторы отметили, что есть два способа установления единицы измерения для какой-либо новой величины. Во-первых, можно задать эталон для этой вели­чины произвольно. Во-вторых, пользуясь каким-либо законом, связывающим новую величину с уже известными и содержащим численный коэффициент, можно подобрать эталон так, чтобы этот коэффициент обратился в единицу. В первом случае получается новая мировая постоянная. Во втором случае число основных (произвольных) эталонов и число мировых констант остаются неизменными: «мы получаем лишь естественную (по отношению к предыдущим) единицу для измерения нашей величины».Можно воспользоваться вторым способом и для уменьшения числа основных единиц, положив одну из мировых констант рав­ной единице. Этот процесс авторы назвали редукцией. По их мне­нию: «Введение новых постоянных и редукция к меньшему числу отобразились в истории физики как смена теорий и их постепен­ное объединение».Для полной редукции (т. с. доведения числа эталонов до ну­ля) необходимо использовать столько независимых мировых кон­стант, сколько основных единиц содержит данная система единиц. Поскольку ’ физических констант существует довольно много, а наиболее применяемой в физике является ЛМТ-система размер­ностей, то возникает вопрос, какие три из всех констант следует выбрать. Авторы предлагают руководствоваться «двумя эвристи­ческими положениями»: 1) степень общности теории, которую представляет данная константа, 2) проба постоянной на предель­ный переход. Второе положение соотносится с цепочкой «класси­



108 Глава 5. Квантовые границыческая теория — «вульгарная» теория — законченная теория».В результате авторы приходят к выводу, что за «истинные» следует принять постоянные й, c~l, G. Тогда можно, следуя План­ку (как отмечают авторы), перейти к физике без размерностей, получив «естественные» единицы для всех физических величин.Такое рассмотрение приводит авторов к любопытному прак­тическому выводу, касающемуся одной из важнейших для физики того времени проблем: «не имея еще теории электрона, можно, однако, на основании теории размерностей вывести некоторое заключение о характере этой теории». Так как [е]= ([й][с])1/2, fm]== ([A]i[c]∕[G])1/2, то «обречены на неудачу часто производимые попытки построить теорию неквантового электрона в общей теории относительности» (й = 0; c≠∞, G≠0, откуда e = 0t m = 0).Так кончается эта заметка в ЖРФХО, довольно странная для всех трех ее авторов. Ни у кого из них в более поздних работах не удается отыскать каких-либо «воспоминаний» об этой замет­ке *.  Совершенно не характерна для них также ее «нерезульта- тивность», методологичность. Пожалуй, естественнее всего было бы обнаружить среди авторов заметки того,... кого там нет, но кто был в очень близких отношениях со всеми тремя молодыми теоретиками — М. П. Бронштейна**.  Действительно, вспомним работы Бронштейна 30-х годов, о которых говорилось в § 5.3, его схему взаимоотношения физических теорий.Дальнейшее развитие такого анализа принадлежит А. Л. Зель­манову [1967], который, можно сказать, ввел в «пространство фи­зических теорий» cG/i-систему координат. О его кубе теорий будет рассказано в § 8.1 в связи с рассмотрением эволюции взаимоот­ношений геометрии и физики.Изменяющееся положение отдельных фундаментальных кон­стант в структуре физики отражало историческое развитие физи­ки в целом. Выражение «фундаментальная константа» имеет не вполне определенный смысл. Степень фундаментальности данной константы зависит от уровня развития физики, и даже в одно и то же время различные физики могут оценивать ее по-разному в зависимости от своих исследовательских программ, от собствен­ных оценок ситуации в физике. Скажем, сейчас сторонник гипо­тезы о переменности гравитационной константы не признает G фундаментальной константой, приверженец единой теории (в фор­ме суперобъединения) может считать константу е не фундамен­тальной, в отличие от с, G, /г, а физик-«нетеоретик» может счи­тать е и G одинаково фундаментальными. Так что отношение к некоторой константе зависит не только от ее прошлого и на­
* Гамов впоследствии даже исключил G из числа «истинных констант» [34, р. 157]." В наменитой «джаз-банд» кроме Джонни, Димуса, Дау (Гамова, Ива­ненко, Ландау) входил Аббат (Бронштейн) [76, с. 17—18].



классической геометрии ОТО 109стоящего (в структуре физики), но и от будущего, т. е. от прог­ноза ее роли в будущей теории.Физические константы, включаемые обычно в таблицы «уни­версальных» или «фундаментальных» постоянных, имеют весьма различные биографии и играют различные роли в структуре фи­зики. Их можно разделить следующим образом:1) коэффициенты, связывающие различные единицы изме­рения;2) параметры фундаментальных физических объектов, не сво­димые к другим величинам с точки зрения современной физики;3) постоянные, с помощью которых формулируются наиболее общие на данный момент (т. е. не сводимые к другим) физиче­ские теории, или законы природы.Такое разделение констант на три типа имеет прежде всего исторический характер. Первый тип принадлежит прошлому. Однако входящие в него константы — свидетельства не только довольно произвольных метрологических реформ (отношение вершка к метру), но и грандиозных событий в истории физики, например, механический эквивалент тепла J, связывающий сейчас лишь две единицы энергии (джоуль и калорию), возник вместе с законом сохранения энергии и выяснением механической при­роды тепла. В соответствии с идеалом Единой теории удел кон­стант типа 2 — быть сведенными к константам типа 3, а удел констант типа 3 — быть интегрированными в Единой теории. Наряду с идеалом Единой теории в современной физике обсуж­дается и возможность «случайного», вероятностного происхожде­ния значений фундаментальных констант. Эта возможность, тесно связанная с так называемым антропическим принципом (см. § 8.2), не имеет еще научной формулировки. С «антропической» точки зрения из констант типа 2 и 3 должен быть выделен набор независимых (безразмерных) констант, величины которых при­дется считать случайными (в неизвестном пока смысле).Однако всякое обсуждение физических констант приобретает определенность только после фиксации системы измерений. В си­стему измерений следует включать, во-первых, перечень физиче­ских величин, называемых основными и имеющих собственные независимые эталоны, и, во-вторых, совокупность операциональ­ных, «измерительных» определений всех других физических вели­чин с помощью основных *.  Принципиальная неоднозначность си­стемы измерений существует не только теоретически, но и проя­вилась реально исторически в установлении различных систем измерений.Для анализа вопроса о фундаментальных константах полезно начать с «максимальной» системы единиц измерения, в которой * Только после этого для каждой физической величины можно говорить о ее размерности (которая выражает зависимость численного значения данной ве­личины от изменения величин основных единиц).



по Г л а в а 5. Квантовые границыдля каждой физической величины используется свой эталон и, соответственно, единица измерений. Затем с помощью совре­менной структуры физической картины мира, но не используя 
каких-либо привязок к конкретным физическим объектам и яв­
лениям, получаем минимальный набор основных физических величин и единиц измерения. Количество основных единиц зави­село от уровня развития физики. Для ньютоновской механики оно было равно трем (исторически закрепилась LΛf71-cπcτeM3 единиц как наиболее употребительная).Один из важнейших этапов в развитии физики, завершивший­ся во второй половине 19 в., составило разрушение автономии отдельных областей физики: электричество, магнетизм, оптика, тепло. В результате такого объединения для классической физики в целом также оказалось достаточным трех основных единиц, в качестве которых можно (хотя и не обязательно) использовать механические — LMT. Более того, такая трехразмерность сово­купности физических величин осталась в силе и после освоения квантово-релятивистской области физических явлений *.Уже не раз подчеркивалась зависимость рассматриваемых вопросов от историко-научного времени **.  В связи с экспери­ментальными открытиями и главным образом в связи с измене­ниями в теоретической физике менялся не только список физи­ческих постоянных, но и представление об их характере. Напри­мер, в 19 в. плотность какого-нибудь вещества (при заданных условиях) вполне могла считаться фундаментальной физической постоянной. Однако сейчас ясно, что, во-первых, такая величина, завися от изотопного состава, является функцией космологиче­ской и даже геологической истории, и, во-вторых, плотность от­дельного изотопа может быть сведена (в принципе) к атомным константам.Существенно изменилось также понимание физических кон­стант, фундаментальных и с современной точки зрения. Такие константы вошли в физику в разное время и при весьма различ­ных обстоятельствах: скорость света с (1676, О. Ремер), грави­тационная константа G (1798, Г. Кавендиш), элементарный элек­трический заряд е (1874, Дж. Стоней), масса электрона me (1897, Дж. Дж. Томсон), постоянная Планка h (1899), ...Факт трехразмерности совокупности всех физических величин, т. е. необходимость и достаточность трех основных единиц для * Достаточность единиц классической макроскопической физики для всей физики в целом связана с той особой ролью, которую играет классическая фи­зика в квантово-релятивистской физике. Эта роль, как известно, определяется тем, что всякая экспериментальная, измерительная установка в качестве выход­ного устройства должна иметь макроскопический объект [72 в].** Эта зависимость подробно обсуждается в статье [75], выводы которой, впрочем, существенно отличаются от приводимых здесь; в частности, в этой ста­тье константа G по положению считается в принципе не отличающейся от J (механического эквивалента тепла) и отличающейся от с и h.



классической геометрии ОТО 111построения полной системы измерений, опирается на указанное выше ограничение — при построении системы измерений не ис­пользовать привязок к конкретным физическим явлениям и объек­там. Если же это ограничение снять, то число основных единиц можно уменьшить (до нуля). Для этого следует потребовать, чтобы в данной системе измерений некоторые физические кон­станты имели наперед заданное численное значение. Системы из­мерений, в которых произвол выбора основных единиц полностью исключен обращением в единицу некоторых констант, называются сейчас естественными. Из сказанного выше следует, что таких констант должно быть три. Еще до Планка в 1874 г. Дж. Стоней (1826—1911) предложил естественную систему единиц, основан­ную на константах с, G и е.Доклад Стонея 1874 г., опубликованный в 1881 г. [113], изве­стен главным образом тем, что в нем впервые появилась величи­на элементарного электрического заряда е. Однако для самого автора главным было построение системы физических единиц для Природы в целом. Отметив случайный, произвольный харак­тер применяемых систем единиц и возможность использовать любые три независимые величины в качестве основных, Стоней заявил, что сама «Природа предоставляет нам три единицы», с помощью которых можно построить «подлинно натуральный набор физических единиц».В качестве трех величин, характеризующих всю Природу, а не связанных с какими-то индивидуальными объектами, Стоней берет отношение электромагнитной и электростатической единиц элек­тричества V (фактически скорость света с), гравитационную кон­станту G и, наконец, характерное, не зависящее от рода веще­ства, количество электричества е, приходящееся на одну разо­рванную химическую связь в явлении электролиза (фактически заряд электрона). Заряд е Стоней вычисляет, исходя из величи­ны фарадеевского электрохимического эквивалента и числа Аво- гадро [112]. Принимая с, G, е за основные единицы, Стоней получает (производные) единицы длины, времени и массы в виде
т 1 <r 1 1 Луг 1L =-----------  м, Т =------------- с М =-------- г.XXXVII 3 XLV VIIИзобретательство Стонея, как мы видим, проявилось не только в том, что он придумал слово «электрон», ставшее образцом для названий элементарных частиц, но и ввел непривившееся обозна­чение для чисел вида 10??. В «нормальных» обозначениях нату­ральные единицы Стонея имели бы величинуLst = 10-37 м, Tst = ¼∙ 10~45 с, Λfst = 1(Γ7 г.Стоней рассчитывал, что предлагаемая им метрологическая реформа должна помочь в более глубоком исследовании физиче­



112 Глава 5. Квантовые границыских явлений. Этого не произошло. Ни его, ни планковск^я систе­мы единиц сами по себе пользы не принесли. Лишь п^сле того как был обнаружен квантово-гравитационный смысл планковских величин, они вошли в оборот науки.Планковский набор с, G, Й вначале не имел никаких преиму­ществ перед набором Стонея с, G, е. Только после создания ОТО и квантовой теории стал ясен всеобщий характер постоянных с, G, Й. Среди постоянных, с помощью которых формулируются наиболее общие на сегодняшний момент (т. е. не сводимые к дру­гим) теории, константы с, G, Й выделяются тем, что они участ­вуют в теориях, которые с собственной точки зрения не могут игнорироваться при рассмотрении любого явления с достаточно большой точностью (см. § 5.1) *.  Именно такие константы естест­венно назвать универсальными (производя эпитет от слова Universe).Поскольку трех универсальных констант с, G, Й уже доста­точно для построения естественной системы измерений, в которой все единицы измерения имеют фиксированную (планковскую) величину, можно было бы предположить, что других универсаль­ных (в указанном смысле) констант больше уже не появится. Это предположение означает по существу возможность некото­рого завершения фундаментальной теоретической физики (уже в статье Гамова, Иваненко, Ландау появились слова «Предста­вим себе законченную (!) физику»). Этот прогноз, связанный с весьма элементарными соображениями, интересно сопоставить с действительно возникшим в последнее время прогнозом такого рода, основания для которого выходят далеко за пределы раз­мерностных рассмотрений (см. § 8.1).
КРАТКИЕ ИТОГИ ГЛАВЫ 5Понятие размерности и факт 3+1-мерности пространства-вре­мени приобретают вполне определенный смысл только в рамках целостной геометрической модели пространства-времени. Наибо­лее общая работоспособная модель такого рода, имеющаяся в арсенале современной теоретической физики, — риманова геомет­* К таким теориям не относится, например, электродинамика, поскольку она не запрещает существование электромагнитно нейтральных объектов.Выделенность констант с, G, ħ впрочем, может не иметь абсолютного смыс­ла. (Как уже говорилось, обсуждаемые в этом параграфе вопросы относятся не столько к самой по себе физической реальности, сколько к структуре и эво­люции теоретической физики, описывающей эту реальность.) Если, например, бу­дет построена Единая теория, объединяющая все взаимодействия (см. § 8.1), то в ней должны быть получены и соотношения типа£ = Cβ⅛j1, me = Cπ2βmπjl и т. д.с коэффициентами Се, ..., являющимися результатом теории; и тогда константа 

е могла бы считаться не менее универсальной, чем с, G, ħ.



классической геометрии ОТО ИЗрия общей теории относительности. Поэтому вопрос о границах «области определения» факта 3⅛1-мерности сопряжен с вопро­сом о границах применимости геометрической модели ОТО. Та­кие границы, порожденные необходимостью квантового обобще­ния теории гравитации, характеризуются планковскими величи­нами.Планковские величины появились в 1899 г. сразу же вслед за новой фундаментальной константой h. Их рождение, имевшее чисто метрологический характер, оказалось преждевременным.В 1916 г. вскоре после создания ОТО Эйнштейн на основе качественных аргументов (связанных по существу с его космоло­гическими представлениями) указал на необходимость квантового- обобщения новой теории гравитации.Первое существенное продвижение в этом направлении сделал в 1935 г. М. П. Бронштейн. Он не только построил квантовую теорию гравитации в приближении слабого поля (допускающего негеометрический подход), но и обнаружил квантовые границы применимости ОТО и вместе с тем квантовые границы классиче­ского геометрического описания.Только в середине 50-х годов был обнаружен троякий физиче­ский смысл планковских величин, характеризующих гравитацион­ные границы релятивистской квантовой теории, границы области уравнивания фундаментальных взаимодействий и квантовые гра­ницы ОТО. Все эти три аспекта объединились в современной про­грамме единой теории всех фундаментальных взаимодействий. Однако квантово-гравитационный смысл планковских величин вполне мог быть обнаружен уже на базе воровской модели атома 1913 г.Фундаментальность планковских сСй-величин связана с уни­версальностью констант с, G, ⅛, т. е. с тем, что эти константы с точки зрения теории имеют отношение ко всякому физическому явлению. В универсальности констант с, G, h Планк был уверен уже в 1899 г., однако эта уверенность имела субъективный ха­рактер. Лишь после создания ОТО и квантовой механики универ­сальность с, G, Й стала явной. Но, впрочем, и сейчас универсаль­ность с, G, й нельзя считать абсолютной, она зависит от методо­логических установок. Только если единой теорией станет cG⅛-τeopππ, универсальность этих констант станет вполне обо­снованной, но вместе с тем тривиальной.Уже Бронштейн осознал фундаментальный характер квантово­гравитационных границ, глубокое отличие перехода «ОТО — кван­товая гравитация» от подобного перехода для электромагнитного поля. Впоследствии оснований для такого мнения только приба­вилось. Для современной физики особенность квантовой грави­тации проявляется, в частности, в том, что считается наиболее вероятным построение квантовой теории гравитации не самой па себе, а как органической части теории, объединяющей все взаимо­



114 Глава 5. Квантовые границы классической геометрии ОТОдействия (см. § 8.1).Однако и независимо от таких конкретных замыслов квантово­гравитационные cG/i-границы являются одновременно, как пока­зал впервые Бронштейн, границами применимости классической (неквантовой) геометрической модели свойств пространства-вре­мени и, в частности, его числа измерений.Общая литература к главе 5: [21, ЗОв, 53, 54в, 80, 86, 119]



Глава 6

ПРОБЛЕМА РАЗМЕРНОСТИ И МЕТРИЧЕСКАЯ 
СТРУКТУРА ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ

В центре внимания предыдущей главы был тот факт, что син­тез квантовых и общерелятивистских представлений невозможен без радикальной концептуальной перестройки физической геомет­рии. В этой главе мы постараемся учесть характер квантово-ре­лятивистских ограничений для поиска подходящего математиче­ского языка описания размерностной структуры пространства-вре­мени.Наиболее развитые математические структуры, предназначае­мые обычно для описания свойств пространства, — метрическая и топологическая. В математике топологическая структура как более общая находится в иерархии структур на более глубоком: уровне и может считаться более фундаментальной, чем метриче­ская. В физике, однако, взаимоотношения метрической и тополо­гической структур приобретают существенно другой характер.
6.1. ЛОКАЛЬНАЯ СТРУКТУРА ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ 

И ИДЕЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ДЛИНЫНаиболее общая на сегодняшний день геометрическая модель^ претендующая на описание пространственно-временной структуры физической реальности, — 3+1-мерное риманово многообразие. Математически это, напомним, означает, что у любой точки про­странства-времени имеется окрестность, топологическая структу­ра которой в точности совпадает со структурой четырехмерного- евклидова пространства. Другими словами, считается, что извест­но «все» о локальной структуре пространства-времени, до сколь, угодно малых расстояний и промежутков времени. То, что такое предположение — сильная идеализация, было ясно уже создате­лю ОТО — Эйнштейну (см. гл. 3). Разумеется, идеализация — необходимый элемент построения всякой физической теории,, а оправданность данной идеализации подтвердилась достижения­ми ОТО.И все же события, происшедшие в физике после создания ОТО, привели к серьезным сомнениям в применимости математи­ческой модели пространства-времени ОТО на достаточно малых расстояниях.Представление о дискретности физических величин (энергии,



116 Глава 6. Проблема размерности ипозже момента импульса), присущее квантовым идеям уже на самом раннем этапе их развития, могло индуцировать предполо­жения о дискретности таких физических величин, как простран­ственные координаты и время. Пуанкаре, как мы помним (см. § 2.4), пришел к атомам времени; в духе релятивистского миро­воззрения дискретность времени должна была бы сопровождаться и дискретностью пространства. Однако такое предположение ока­залось бы слишком прямолинейной аналогией. При создании квантовой механики в середине 20-х годов стало ясно, что нере- лятивистская квантовая теория вполне обходится евклидовой мо­делью пространства.Только объединение квантовых и релятивистских представле­ний выявило конкретные физические соображения, которые до­вольно определенно указывали на недостаточность обычной евкли­довой непрерывной модели пространства. Наиболее простой и наглядной формой такого рода соображений был следующий мыс­ленный эксперимент по измерению положения- электрона.Предположим, мы измеряем координату электрона, облучая его электромагнитными волнами с длиной волны λ (или, что эквивалентно, фотонами с импульсом p = ħ∣λ и энергией ⅛c∕λ). В результате такого рода измерений, как известно уже из опти­ки, координата электрона может быть измерена с неопределен­ностью, не меньшей ∆%~λ. Желая увеличить точность измере­ния координаты электрона, мы должны уменьшать длину вол­ны λ (т. е. увеличивать энергию фотона ⅛c∕λ). А теперь выпустим квантовое — фотонное — понимание света из скобок, учтем ре­лятивистскую эквивалентность массы и энергии E = mc2 и кван­товую возможность рождения частиц. Тогда получим, что, как только энергия фотона превысит удвоенную массу покоя электро­на, в процессе измерения координаты данного электрона начнут рождаться пары из электрона и позитрона, разделенные в силу принципа неопределенности характерным расстоянием λc = ħ∣mec — комптоновской длиной волны электрона. А поскольку рожденный электрон ничем не отличается от исходного (принцип тождест­венности) и рожденный позитрон может аннигилировать с исход­ным электроном, то получаем нижний предел для локализации 
точечного (в силу СТО) электрона

∆x>ħ∣mec≈ 10-11 см.Но что же это за точка, которую можно локализовать только в достаточно большом объеме? И что такое тогда вообще точка, если в физике нет объектов, которые могли бы моделировать * это понятие с произвольной точностью?Но это всё, можно сказать, демонстрационные рассуждения. Большее внимание теоретиков привлекали другие формы кванто- * Чаще говорят о математических моделях физических явлений, но можно, конечно, говорить и о физических моделях математических структур.



метрическая структура пространства-времени 117во-релятивистских конфликтов с классической моделью простран­ства-времени, прежде всего нелокализуемость электромагнитного поля (см. § 5.3) и проблемы расходимостей *.  В результате широ­ко распространилось убеждение, что создание подлинной кванто­во-релятивистской теории «приведет к существенному видоизме­нению понятия пространства-времени (а не только понятия поля) в областях размером ħ∣mc и соответственно ħ∣mc2>> [Паули, 1977 (1933), с. 190].Такие обстоятельства привели к появлению в разных вариан­тах гипотез дискретного пространства и элементарной, минималь­ной длины [31]; в различных теоретических построениях появ­лялась некоторая постоянная, имеющая размерность длины, которая должна была ограничить область применения классиче­ской модели пространства-времени, так называемая фундамен­
тальная длина [Блохинцев, 1970; Киржниц, 1973; Марков, 1958; Тамм, 1975, т. 2].И до настоящего времени проблема фундаментальной дли­ны — установление границ применимости классического про­странственно-временного описания — сохранила свое принци­пиальное значение [Гинзбург, 1980, 1981]. Однако за прошедшие десятилетия существенно изменились и сама проблема фундамен­тальной длины и отношение к ней.Конфликты квантово-релятивистских построений с классиче­ской моделью пространства находили решения, которые хотя и считались многими лишь временным выходом, но позволяли справляться с конкретными физическими задачами. Так, в част­ности, рассмотренная выше нелокализуемость элементарной ча­стицы «ликвидировалась» предположением m→∞, нелокализуе­мость электромагнитного поля — предположением р → ∞ (где р — плотность пробного электрического заряда). Хотя подобные физические объекты и не известны, эти предположения оправды­вались тем, что сама теория не запрещала их существования (в то же время было ясно, что такие запреты должны были стать -существенным элементом будущей теории). Расходимости в тео­рии поля были преодолены методом перенормировок, который, впрочем, также многим (в частности и своим авторам) не казал­ся вполне удовлетворительным решением.Таким образом, конкретные кандидатуры на роль фундамен­тальной длины (классический радиус электрона e2∕mc2, компто­новская длина волны нуклона h∣Mc, радиус слабого взаимодейст- ния и т. д.) отвергались как в результате экспериментов, прове­ряющих квантовую электродинамику на все меньших расстояниях, так и в результате прогресса в теории, в частности построения 

* Проблемы расходимостей возникли по существу еще в классической ре­лятивистской теории поля (расходимость собственной энергии электрона), но в квантовой теории они приобрели особенно нетерпимый характер.



118 Глава 6. Проблема размерности иперенормируемой единой теории' электромагнитных и слабых взаи­модействий.Только восходящие к Бронштейну соображения о квантово­гравитационных пределах применимости римановой геометрии и соответствующая длина /пл = (ħG∣ci)1/2 (см. гл. 5) остаются незыб­лемыми. Длина /пл и считается сейчас наиболее вероятной вели­чиной для фундаментальной длины [Гинзбург, 1981].Однако для нас сейчас важна не вся в целом сложная струк­тура проблемы фундаментальной длины. Для анализа соотноше­ния метрических и топологических структур в связи с поисками физически реализуемого понятия размерности нам достаточно са­мого существования некоторой «фундаментальной» длины, харак­теризующей предел применимости обычных пространственно-вре­менных представлений.
6.2. ФИЗИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО-ВРЕМЯ И ТОПОЛОГИЯ. 

СООТНОШЕНИЕ МЕТРИЧЕСКИХ И ТОПОЛОГИЧЕСКИХ СТРУКТУРПоскольку на сегодняшний день наиболее развитое и общее- представление о размерности существует в топологии, то, каза­лось бы, вопрос о размерности пространства должен задаваться Природе на топологическом языке. Так иногда и предполагается, при этом говорится о топологической структуре реального физи­ческого пространства и о топологическом определении размер­ности (см., например, [87, с. 108, 140]).Однако, даже не рассматривая конкретные модели, легко по­нять, что само предположение о существовании фундаментальной длины несовместимо с признанием топологической модели физи­ческого пространства более глубокой, чем метрическая. Действи­тельно, ввести понятие фундаментальной длины невозможно на языке топологии, не знающем никаких длин*.  Как уже говори­лось в гл. 4, подлинно физическое отношение к факту трехмер­ности пространства должно включать установление границ обла­сти физических явлений, в которой этот факт имеет место. Если такая граница существует, то принцип соответствия в примене­нии к проблеме размерности пространства предполагает наличие некоторого масштаба, относительно которого можно будет гово­рить о размерности пространства в макро- и микромасштабах. Таким образом, приходим к неизбежности использования метри­
ческого языка в определении размерности физического простран­ства.Несоответствие между топологическими представлениями о размерности и требованиями физического «здравого смысла» 

* Физически бессмысленным также становится исходное для топологии по­нятие точки и основное топологическое соотношение «точка р принадлежит замы­канию множества М».



метрическая структура пространства-времени 119можно продемонстрировать и следующим, более конкретным об­разом.Факт 3+1-мерности пространства-времени в результате эрен- фестовского анализа и его развития получил надежное обоснова­ние для физических явлений достаточно больших пространствен­но-временных масштабов. В то же время, как уже говорилось, в физике имеет основание предположение о дискретности про­странства-времени для достаточно малых масштабов [14а, 31, 61а]. Конечно, для того чтобы обсуждать такую дискретность с пол­ным правом, нужно реализовать общую концепцию дискретности математически определенным образом. Среди выдвигавшихся тео­ретических конструкций были довольно изощренные (например, модель с искривленным импульсным пространством, в которой дискретность пространства-времени означала дискретность спект­ра операторов пространственно-временных координат). Для на­ших целей достаточно будет понимать довольно неопределенный термин «дискретность»*  как «меньшая размерность» (меньшая, чем 3+1; например, нульмерность) **.  При этом «большие» и «малые» масштабы как раз может разделять новая константа — фунда­ментальная длина.Однако в рамках топологических представлений о размерности пространства невозможно даже моделировать подобную ситуа­цию, т. е. согласовать 3+1-мерную («в большом») и возможную дискретную («в малом») структуры пространства и учесть воз­можность изменения размерности при ’ изменении масштаба явле­ния. Чтобы показать это, рассмотрим несколько простых матема­тических моделей дискретного пространства, на физическую ис­кусственность которых пока не будем обращать внимания.Пусть множество D3 (а) — бесконечная кубическая решетка с шагом а в трехмерном евклидовом пространстве Е3, т. е. мно­жество точек с координатами (⅛ια, ⅛2α, ⅛3α), где kt — целые чис­ла. С точки зрения физического здравого смысла можно было бы ожидать, что множество D30 (а) при достаточном малом а (илиточнее, при рассмотрении подмножеств D3 (а), достаточно боль­ших по сравнению с а) достаточно хорошо приближалось бы по свойствам — и, в частности, по размерности — к Е3. Кажется очевидным, что всякое множество точек, достаточно плотно запол­няющих я-мерное пространство En, должно проявлять (в боль­ших масштабах) я-мерность ***.  Однако на каком математическом языке можно выразить этот «очевидный факт»? Только не на то­
* Выражение «дискретная топология» имеет вполне определенное матема­тическое значение [60, с. 61], которое, однако, не имеет физической интерпре­тации.** Другая упоминаемая иногда возможность — потеря смысла понятия раз­мерности на малых расстояниях [Мизнер, Торн, Уилер, 1977, т. 1, с. 40].*** Обычный в физике переход от совокупности материальных точек к не­прерывной среде .имеет по существу такой же характер.



120 Глава 6. Проблема размерности ипологическом. Действительно, с точки зрения топологии подобное утверждение бессмысленно. Три основных определения размерно­сти в топологии ind, Ind, dim (совпадающие даже для более ши­рокого класса математических пространств, чем евклидовы про­странства, многообразия и любые их подмножества) по существу относятся к «сколь угодно малой» окрестности точки и не могут «заметить» переход через какой-то выделенный масштаб а. В си­лу этих определений размерность пространства D3 (а) равна нулю независимо от величины а.Аналогичным образом можно рассмотреть модели простран­ства, образованные совокупностью параллельных друг другу пря­мых или плоскостей в Е3, плотность расположения которых харак­теризуется расстоянием а — D3(7z) и D3(α). И в этих случаях вместо ожидаемого (с точки зрения физического здравого смыс­ла) перехода от 3-мерности пространства D3 (а) «в большом» к zz-мерности «в малом» топологические определения дают сразу, независимо от величины а, zz-мерность пространства D3 (а). В гл. 3 были введены пространства Е3(га1) и E3(rat). Эти простран­ства с физической точки зрения кажутся вообще неотличимыми от Е3. Однако с топологической точки зрения £3(rat) нульмерно, -F3(rat)а £ одномерно.Рассмотренные простые примеры свидетельствуют, что в рам­ках топологических представлений невозможно придать смысл приведенному выше утверждению о зависимости размерности от масштабов явления. И мы опять приходим к необходимости вве­сти понятие размерности на метрическом языке.В обычной математической иерархии структур метрический язык менее фундаментален, чем топологический. Однако метри­ческий язык в физике вовсе не обязан сводиться к обычному по­нятию метрического пространства (это, впрочем, следует уже из того, что пространственно-временная структура, рассматриваемая теорией относительности, не есть метрическое пространство, так как в ОТО естественным образом возникает только знаконеопре­деленная двухточечная функция, не подчиняющаяся и неравен­ству треугольника). Можно лишь предполагать, что этот новый метрический язык должен как-то обобщать понятие интервала ОТО.Но может быть не только топологическая, но и всякая другая математическая формализация понятия размерности не в состоя­нии удовлетворить указанному выше пожеланию физического здравого смысла? Как мы увидим, возможность реализовать*  идею размерности пространства, зависящей от масштабов, существует. Прежде чем описать такую возможность, рассмотрим вниматель­нее, как реально действующие в физической теории представле­ния о числе измерений соотносятся с топологическим подходом к размерности.



метрическая структура пространства-времени 121Создание общей теории относительности не требовало мате­матических моделей пространства, более общих, чем многообра­зие, и представлений о размерности, более общих, чем количе­ство координат. Даже в современной физике не видно никакой реальной альтернативы координатному описанию, которое позво­ляет рассматривать поведение полевой системы: изменение поле­вых функций от точки к точке представляется с помощью произ­водных по пространственно-временным координатам. Понятие раз­мерности многообразия имеет, конечно, топологическую природу (поскольку требуется локальное топологическое соответствие про­странству Еп). Однако никакой необходимости в общих тополо­гических определениях размерности в случае многообразия нет, так как сама структура многообразия предполагает предвари­тельное задание определенной размерности. Иногда при изложе­нии ОТО размерность пространства-времени вводят в духе индук­тивного топологического определения [Мизнер, Торн, Уилер, 1977, с. 39], но в случае риманова пространства — математической модели пространства-времени ОТО — такое определение может играть роль лишь математического украшения.Топологический подход к размерности стал бы необходим, если бы развитие физики (и в первую очередь осуществление полного синтеза ОТО и квантовой теории) привело к отказу от рассмот­рения метрической структуры пространства и к принятию в ка­честве основного объекта изучения его топологических свойств; в этом случае обращение к топологическим определениям размер­ности было бы неизбежно. Однако в настоящее время ничто не говорит о возможности такого хода событий *;  в частности, не видно величин, которые могли бы играть в этом случае роль ди­намических переменных, описывающих состояние и эволюцию физической системы — пространства-времени. Поэтому для кван­тового обобщения эйнштейновской теории пространства-времени желательно скорее обобщение понятий многообразия, метрической и координатной структуры пространства (понятия интервала и метрического тензора gz∙⅛) и отказ от локальной структуры про­странства, тождественной структуре Е4. Тогда понятие размер­ности могло бы остаться связанным с понятием «количество коор­динат», но только координаты уже понимались бы в обобщенном смысле, а не в смысле координат на многообразии.Физика по существу навязывает параметрическое представле­ние о размерности пространства. Это проявилось, как мы видели, еще в работах Пуанкаре (гл. 2). И действительно, «работающие» физические понятия — число степеней свободы, количество дина­мических переменных в уравнениях движения, количество компо­
* Этому нисколько не противоречит все более активное использование в со­временной теоретической физике методов дифференциальной топологии, или то­пологии многообразий.



122 Глава 6. Проблема размерности инент физического поля и т. д. — говорят о необходимости реали­зовать именно параметрическое представление о размерности, или, лучше сказать, о числе измерений пространства. Это пред­ставление действительно было бы связано с «количеством изме­рений», необходимых для описания состояний физической си­стемы.Топологическим определениям размерности предшествовало параметрическое определение: размерность фигуры — это мини­мальное число параметров, с помощью которых можно «перену­меровать» все точки данной фигуры. Параметрическое определе­ние имеет несомненное преимущество — ясный физический смысл (число степеней свободы и т. п.), но имеет и «недостаток» — математическую некорректность. Как показал еще в 1877 г. Г. Кантор (см. гл. 2), если способ параметризации ничем не огра­ничивать, то реализовать параметрический подход к размерно­сти нельзя (все точки квадрата оказалось возможным перенуме­ровать с помощью одного параметра). Топология (применительно к многообразию) по существу ограничивает способ параметриза­ции взаимной однозначностью и непрерывностью. Но это не един­ственный возможный тип ограничения. Если считать заданной мет­рическую структуру пространства, то способ параметризации точек пространства можно ограничить требованием, чтобы сами параметры имели метрический смысл. При этом метрику, как уже говорилось, вовсе не обязательно понимать в узком смысле — как знакоопределенную двухточечную функцию, подчиняющуюся неравенству треугольника (см. § 3.1).В § 6.4. будет дано общее определение размерности, основан­ное на этой идее, т. е. реализующее параметрическое представле­ние с помощью метрической структуры. Это определение удовле­творит требованиям, о которых говорилось ранее в этом парагра­фе, требованиям, индуцированным идеей фундаментальной длины.Однако прежде рассмотрим взаимоотношение проблемы рас­ходимостей (одного из главных источников гипотез о локально­неевклидовой структуре пространства) с понятиями размерности и метрики.
6.3. МЕТРИКА, МЕРА, РАЗМЕРНОСТЬ И ПРОБЛЕМА РАСХОДИМОСТЕЙЧетыре понятия, перечисленные в заголовке, как мы увидим, действительно связаны, и эта связь позволит еще с одной сторо­ны взглянуть на возможность того, что размерность пространства в различных физических ситуациях может быть различна, и на математический язык, выражающий такое различие.Уже не раз подчеркивалось, что факт 3+1-мерности прост­ранства-времени является фундаментальным, надежно обоснован­ным физическим фактом. Однако реальный анализ обоснованно­



метрическая структура пространства-времени 123сти этого факта (впервые проделанный Эренфестом) сразу же выявляет необходимость указывать область физических явлений, в которой 3+1-мерность можно считать незыблемой. Границы этой области в простейшем случае могут отмечаться указанием характерных значений физических величин (расстояний, энергий и т. п.).Поэтому факт 3+1-мерности сам по себе нисколько не под­рывает стремления наделить пространство дискретной структурой. Одним из главных источников такого стремления были проблемы расходимостей. Расшифровывая понятие дискретности как мень­шую (чем 3+1) размерность в малых масштабах на фоне 3+1- мерности в больших масштабах, следовало бы выяснить, что мо­жет дать переход к меньшей размерности для проблемы расходи­мостей.Расходящиеся величины в квантовой теории поля имеют вид интегралов, которые расходятся при импульсах, стремящихся к бесконечности, или соответственно при расстояниях, стремящих­ся к нулю. Способы регуляризации таких неопределенных инте­гральных выражений, т. е. способы извлечения из них вполне определенных конечных выражений, и составляют метод пере­нормировок. Анализ перенормируемости квантовой электродина­мики в зависимости от числа измерений пространства [306] дает ограничение на размерность сверху: теория перенормируема, толь­ко если размерность пространства ≤3.Иллюстрировать чувствительность проблемы расходимостей к размерности можно уже в рамках классической теории поля (кстати говоря, расходимости собственной энергии электрона в классической и квантовой электродинамике имеют, по-видимо­му, один и тот же характер [28]).Будем рассматривать точечный элементарный заряд — «элек­трон» — как предел однородного распределения заряда е по ша­ру радиуса а при α→0. Напомним, что точечность элементарной частицы связана с простыми релятивистскими соображениями [Ландау, Лифшиц, 1973, с. 65]. Принимая, что лагранжиан для электродинамики в /z-мерном евклидовом пространстве Еп (точ­нее, в я+1-мерном пространстве Λ4hhkobckoγo Λfn÷1) имеет тот же вид, что и в трехмерном (см. § 4.2),
L = FlkFik + j∣tAk, (1)получаем zz-мерные уравнения Максвелла. В частности, для рас­сматриваемой ситуации divE = p, (2)где плотность заряда p~e∣an (здесь и далее опускаем геометри­ческие коэффициенты типа величин поверхности и объема я-мер- ного шара единичного радиуса). Из (2) получаем



124 Глава 6. Проблема размерности и
Е = ~~r при г< а, 

ап (3)
Е = —— при г > а.rn-ι rСобственной энергией распределения заряда назовем энергию электромагнитного поля, заключенного внутри сферы радиуса а:

Un(a) = J Etdnx. (4)
r≤αЛегко видеть, что

U(a) = -^-. (5>
Переходя к пределу α→0, получим, что при п>2 точечный заряд обладает бесконечной собственной энергией, при п<2 — нулевой и только при п = 2 — конечной собственной энергией. Так что если потребовать конечность собственной энергии электрона, то «придется» признать, что пространство внутри электрона должно быть двухмерным.Конечно, рассмотренный простой пример не может претендо­вать на слишком серьезное к нему отношение. Дело не только в том, что используется простейшая математическая модель про­странства — Еп, и при этом оставляется без ответа вопрос: как пространство f2, «имеющееся» внутри электрона, сшивается с Е3 вне его (впрочем, принципиальная возможность подобной сшивки будет показана в § 6.4). Важнее то, что рассмотрение ведется не на квантово-релятивистском языке.Однако несмотря на простоту приведенного примера он может оказаться проявлением гораздо более общей взаимосвязи между понятиями метрики, меры и размерности. Сама операция инте­грирования (необходимая для выражения проблемы расходимо­стей), в общем случае имеющая вид

Ωпредполагает известным понятие меры μ(ω), заданной для до­статочно обширной совокупности подмножеств пространства Ω. Потребности физики до сих пор вполне удовлетворялись интегри­рованием по евклидову пространству Еп, где никаких проблем с определением меры и интеграла нет (точнее говоря, эти про­блемы давно решены). Однако если бы пришлось обратиться к математическим моделям пространства с локально не евклидо­вой структурой, то тогда соответствующие проблемы возникли бы.Понятие меры, вообще говоря, не связано ни с метрикой, ни 



метрическая структура пространства-времени 125*с топологией. Однако в 1919 г. Ф. Хаусдорф ввел понятие р-мер- ной меры, которая может быть построена в произвольном метри­ческом пространстве исходя только из его метрики. Мера Хаус- дорфа дает возможность ввести понятие так называемой хаусдор- фовой размерности, которая может быть и не целым числом, но оказывается связанной и с топологической размерностью. Попыт­ка использовать понятие хаусдорфовой размерности в физике будет упомянута ниже, а прежде опишем саму конструкцию р-мерной меры Хаусдорфа.Понятие меры Хаусдорфа основано на том очень наглядном соображении, что объем ^-мерного тела можно оценить, взяв его характерный размер в степени п. Если же размерность тела не известна заранее, то можно найти число п, т. е. «правильную» степень, в которую надо возвести размер тела, чтобы получить его объем, или меру. Для этого нужно перебрать различные зна­чения п\ «правильное» будет обладать тем свойством, что я-мер- ный объем тела будет равен сумме n-мерных объемов частей, на которые тело разбивается (и любые достаточно мелкие разбие­ния тела дадут достаточно близкие величины суммарного объе­ма). «Характерным» размером множества А в общем метриче­ском пространстве может быть только его диаметр diamΛ — наи­большее расстояние между точками, принадлежащими Д,diam A = sup р (х, у); х, y∈Λ.Приведем точное определение р-мерной меры Хаусдорфа [46, с. 140; 56, с. 341; 99].Пусть А — множество в метрическом пространстве, р — про­извольное неотрицательное число (не обязательно целое). Для каждого δ>0 рассмотрим совокупность всевозможных разбиений множества Λ = i>l∕6 таких что diamΛ⅛<δ для каждого ⅛, и полу­чим величину тр(Д; δ) = inf^ [diamΛJ9. (6)
kр-мерной мерой Хаусдорфа множества А называется величина 

mp(A) = iim mp(A∖ δ). (7)
6→0Нетрудно показать, что мера Хаусдорфа mp(Λ) не вырож­дается, т. е. не обращается в 0 или оо, самое большее для одного значения р, при этом tnq(A) >mp(Λ), если q<p. Хаусдорфовой 

размерностью множества А называется наибольшее число р, та­кое, что для всякого q<p мера mq(A) =∞.Хаусдорфова размерность является, как мы видим, метриче­ским понятием, но существует ее связь с топологической размер­ностью [46]: если рассматривать все метрики на множестве А,. индуцирующие одну и ту же топологию, то нижняя граница хаус- 



126 Глава 6. Проблема размерности идорфовой размерности для всех этих метрик совпадает с тополо­гической размерностью А.В работе [Крамер, Нильсен, Цзе, 1974] была сделана попытка использовать конструкцию, близкую к идее хаусдорфовой раз­мерности, в физике элементарных частиц. Авторы предложили понятие размерности адронного вещества d(ρ), зависящей от масштаба, для описания экспериментов по глубоко неупругому рассеянию на адронах. Размерность d(ρ) вводится следующим образом. Пусть Λ∕τ(ρ, М) — наименьшее количество шаров радиу­са р, необходимое для полного покрытия части пространства, занимаемого некоторым объектом Л1 (адроном). Тогда
d (р, М) ≡ — dlnjV(p’ м) . (8)dlnp.Масштаб р в этом определении размерности * сопоставляется «разрешающей способности прибора», исследующего адрон — длине волны падающего фотона, передаваемому импульсу. При этом адрон рассматривается как объект в трехмерном простран­стве Е3, а функция d(p) должна описывать динамические раз­мерностные свойства адрона (в частности, «нульмерность» пар­тонной структуры при больших передачах импульса и «одно­мерный» струнноподобный характер при малых). Оставляя неприкосновенной трехмерную евклидову (до сколь угодно малых расстояний) модель самого пространства, такой подход имеет в определенном смысле феноменологический характер. Дальней­шего развития он не получил.Вернемся теперь к проблеме расходимостей, для самого выра­жения которой как уже говорилось, необходимы понятия интегра­ла и меры. Понятие меры Хаусдорфа применимо для любой мет­рической структуры пространства (в том числе и для локально не евклидовой), однако в общем случае (т. е. не в Еп) мера Хаусдорфа существенно отличается от меры Лебега, с помощью которой строится понятие интеграла в Еп. Прежде всего мера Хаусдорфа — полуаддитивная мера [131], и для нее обычное по­строение операции интегрирования автоматически провести нель­зя. Однако в математике известны определения понятия интегра­ла (в том числе от неограниченной функции) для меры более общего типа, чем лебегова, в частности для полуаддитивной ме­ры [43]. Такое понятие интеграла могло бы оказаться полезным для проблемы размерности в связи с тем, что размерность евкли­довых пространств Еп просто связана с локальной сходимостью или расходимостью интегралов от расстояния (до фиксированной точки, находящейся в области интегрирования): размерность про­

* Основанное на такой же идее (в пределе р->0) математическое понятие метрической размерности — метрический порядок — ввели еще в 1932 г. .Л. С. Понтрягин и Л. Г. Шнирельман [46, с. 210J.



метрическая структура пространства-времени 127странства равна наименьшему числу ⅛, для которого интеграл 
r0

r~k dV расходится, или, что эквивалентно,о dim En = sup ∣⅛*.  ∫ r~k dV < ∞}. (9)оМожно ли локальную расходимость интегралов в квантовой теории поля воспринимать как указание на изменение размерно­сти пространства при переходе к малым расстояниям, или здесь имеется только поверхностная аналогия? Ответить на этот во­прос в настоящее время невозможно, и сразу же видны основные два препятствия.Во-первых, применяющиеся до сих пор геометрические моде­ли физического пространства и, в частности, считающиеся наибо­лее глубокими топологические представления о размерности, как. мы уже видели, не дают возможности даже моделировать подоб­ную ситуацию — изменение размерности пространства при изме­нении масштабов явления. Это препятствие не кажется непреодо­лимым. И размерность d(ρ), упомянутая в настоящем параграфе, и понятие размерности, которое будет введено в следующем па­раграфе, и подход к размерности, сопоставляющий координатам' физические поля, о котором будет говориться в § 8.4, — все это свидетельствует, что нет принципиальных ограничений для мате­матического выражения идеи изменяющейся размерности. (Хотя,, конечно, от этих предварительных построений до настоящей тео­рии еще далеко, и, кроме того, сама по себе математическая реализуемость сложной, «неевклидовой» размерностной структу­ры пространства еще не делает ее реальной.)Второе препятствие носит уже физический характер. Что мо­гут означать слова «при переходе к достаточно малым расстоя­ниям»? Какая величина фундаментальной длины * может разде­лять малые и большие расстояния? Как уже говорилось, на сего­дняшний день глубокие теоретические основания занять место фундаментальной длины есть только у квантово-гравитационной планковской длины /пл = (Għ∣c*) 1/2 (см. гл. 5). Но какая связь может быть у этой величины, содержащей гравитационную кон­станту, с расходимостями чистой электродинамики? Возможность такой связи стала особенно ясной в результате событий, проис­шедших в теоретической физике в последние примерно полтора десятилетия**.  Успехи калибровочных теорий поля привели к по­* Любой другой характерный масштаб — массу, энергию и т. д. — мож­но свести к длине с помощью фундаментальных констант с, Л.** Связь электромагнетизма и гравитации казалась несомненной в период поисков «единой теории поля» (20—30-е годы). Однако отсутствие решающих успехов и обнаружение новых взаимодействий привели затем к мнению, что



!28 Глава 6. Проблема размерности истроению единой теории электромагнитного и слабого взаимодей­ствий (тем самым «чистая» электродинамика, строго говоря, во­обще исчезает). Строится калибровочная теория сильного взаи­модействия, и появились веские основания для полного объеди­нения всех четырех фундаментальных взаимодействий, включая гравитацию [Салам, 1980; Окунь, 1981] (см. также § 8.1). Так что не исключено, что проблемы расходимостей, которые сейчас «обез­вреживаются» перенормировкой, в будущей единой теории будут решены более фундаментальным образом *.А теперь обратимся к самой возможности построить матема­тическую модель пространства-времени, в которой размерность могла бы зависеть от величины пространственно-временной об­ласти.
6.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАЗМЕРНОСТИ, ОСНОВАННОЕ НА МЕТРИКЕКак известно, риманово многообразие (пространство-время ОТО) можно описывать с помощью двухточечной симметричной вещественной функции

Р'

цр, P') = ^ds)2, dsi = gikdxidxk, (10)
где интеграл берется по геодезической, соединяющей точки Р и 
Р'\ это описание эквивалентно обычному описанию с помощью метрического тензора gιk [Синг, 1963] (см. также § 3.1). Даль­нейшее построение основывается на обобщении именно интеграль­ной величины I(P,P'), которую будем называть интервалом. Именно эта функция описывает всю метрическую структуру про­странства-времени. В дальнейшем для краткости будем употреб­лять термин «пространство», имея в виду прежде всего индефи­нитную метрику (т. е. пространство-время), хотя основные опре­деления сохраняют смысл и для пространства с дефинитной метрикой **.гравитация и электромагнетизм, по выражению Паули, «не могут быть объеди­нены, ибо бог положил им быть разъединенными» [106а, с. 14].* Нередко подчеркивают пропасть в семнадцать порядков, разделяющую доступную современной физике величину 10~16 см и планковскую длину 10-33cm, чтобы поставить под сомнение возможность столь далекой экстраполяции. Од­нако следует отметить, что успешность такой экстраполяции не была бы бес­прецедентной в истории физики. Законы электромагнетизма, сформулированные в прошлом веке на экспериментальном материале с характерными расстояния­ми не менее 1 см, как известно, оказались справедливыми по существу вплоть до расстояний 10-16 см.** Современная математика, называя метрическим пространством множество с определенной на нем двухточечной вещественной неотрицательной функцией, удовлетворяющей неравенству треугольника (М. Фреше, 1906), игнорирует тот -факт, что в релятивистской физике естественным образом возникает знаконеоп­ределенная двухточечная функция, не удовлетворяющая неравенству треуголь-



метрическая структура пространства-времени 129Напомним тот геометрический факт, с обобщением которого связано предлагаемое понятие размерности: в евклидовом (псев- доевклидовом) n-мерном пространстве необходимо зафиксировать ровно п точек, чтобы с помощью расстояний (интервалов) до этих точек задать положение любой другой точки пространства. Такое задание на самом деле двузначно, поскольку задаются в общем случае две точки, симметричные относительно гиперплоскости, содержащей все зафиксированные п точек.И еще одно замечание, прежде чем перейти к самому опреде­лению размерности. Нет никаких сомнений, что если и будет по­строена настоящая, т. е. имеющая физическую интерпретацию модель пространства-времени с меняющейся (в зависимости от ...?) размерностью, то эта модель должна органически вклю­чать в себя квантовые идеи. В этой книге нет претензий на по­строение такой модели; есть лишь материал, который может ока­заться в этой связи полезным. Дальнейшее изложение проводит­ся без участия, так сказать, некоммутирующих величин (хотя, конечно, само предположение о локальной дискретности простран­ства подсказывается, как уже говорилось, квантово-релятивист­скими соображениями). Учитывая сказанное, мы не будем пы­таться скомпенсировать «неквантовый» язык излишней аксиома- тичностью и полнотой описания.Итак, назовем пространством множество точек W с заданной на нем симметричной вещественной функцией — интервалом 
ЦР,Р'); P,P'<≡W. Другие свойства функции I(P,P') пока не будем уточнять. Достаточно считать, что обычная евклидова мет­рика, интервал в пространстве Минковского и их римановские обобщения обладают этими свойствами.Основным для дальнейшего будет понятие базиса в множест­ве М, являющемся частью пространства W. Приведем (в поряд­ке усиления) три возможных определения базиса.Совокупность принадлежащих М точек {bk}, &=1, 2, ..., п, образуют базис в 7И, если

1) для любой совокупности из п чисел {ik} множество то­чек Р, принадлежащих М и таких, что {ЦР, bk)} = {ik}, содержит не более двух точек.
2) для любой точки P∈Λ1 существует функция уР>м от п не­прерывных и одной дискретной (двухзначной) переменных, такая, что для любой точки Q∈Λ1H^Q)=γp,M(->74Q),..∙.σ) (11)(здесь введено обозначение lk(Q) ≡≡I(Q, bk)).ника, — интервал (Г. Минковский, 1907). Математическое рассмотрение подоб­ных «релятивистских» метрических пространств не обязательно должно сводить­ся к обобщению понятий метрики Фреше и интервала теории относительности в одном понятии. Скорее можно предположить, что «неслучайные» свойства ин­тервала должны быть использованы существенным образом.



130 Глава 6. Проблема размерности и3) существует функция Гм от 2п непрерывных и двух дискрет­ных (двухзначных) переменных, такая, что для любой пары то­чек Р, Q∈Λ1∕(Λ Q) =Γm(..., ιk(P),п(Р); ..., ιk(Q), ... ∏(Q)). (12)Фигурирующие в определениях 2 и 3 функции от числовых аргументов γ и Г описывают геометрию пространства. Наиболь­шие аналитические возможности дает определение 3. Это олреде- ление будет использовано в гл. 7 для описания размерностной структуры пространства-времени ОТО. Там же будет указан яв­ный вид функции Г для пространства Минковского (после устра­нения произвола во взаимном расположении точек базиса).Введя понятие базиса, можно назвать физической размерно­
стью множества М (φdimΛf) минимальное количество точек ба­зиса в М. Таким образом, если- множество М является я-мерным, то каждой точке из М можно приписать /г + 1 число: п расстоя­ний до опорных точек базиса и дискретный параметр σ=±l, по­казывающий, в какой стороне от «гиперплоскости»∏(∕1, ... , ∕")≡≡≡Γ(Z1, ... ,Z", + 1; Z1, ... Z", -l)≈0, (13)определяемой базисом, находится точка. И наоборот, каждому такому набору из /г + 1 числа соответствует не более одной точ­ки, принадлежащей М *.Следует отметить, что в определениях 2 и 3 не обязательно подразумевается, что интервал — число (а не оператор, напри­мер). Это позволяет надеяться на возможность квантового ва­рианта такого определения размерности. В квантовом варианте роль базиса мог бы выполнять полный набор метрических опера­торов Z(P, Q). В перестановочных соотношениях, определяющих некоммутативные свойства алгебры операторов, могла бы по­явиться постоянная Планка.Чтобы рассматривать модели локально нульмерных («абсолют­но» дискретных) пространств, лишенных метрических симметрий, определение размерности следует обобщить. Для этого можно определить размерность множества М с точностью до б как ха­рактеристику класса всех его б-деформаций (т. е. всех множеств, полученных из М изменением расстояния между любыми точками 

* С помощью понятия базиса можно указать существенное .различие между дефинитной и индефинитной метриками. Рассмотрим пространство Еп с опре­деленными в нем обычной евклидовой метрикой и интервалом Минковского. В случае евклидовой метрики ни одна совокупность достаточно малых чисел (расстояний до точек данного базиса) не соответствует никакой точке. Для ин­тервала же, напротив, всякая совокупность достаточно малых по модулю чисел (интервалов до точек базиса) соответствует некоторой точке.



метрическая структура пространства-времени 131не больше, чем на б). Можно также потребовать, чтобы базисов с данным количеством точек было достаточно много.Для того чтобы иметь возможность говорить о свойствах про­странства W в малых (больших) масштабах, введем (в каче­стве размеров пространственно-временной области М) простран­
ственный и временной диаметры М, как наибольшее положитель­ное (пространственно-подобное) и наименьшее отрицательное (времени-подобное) значения интервала I(JP1Q) для всех пар точек Р, Q, пробегающих Λf,(DiamsΛf)2 = sup I(P, Q);(Dian⅛Λl)2 = -ιnf∕(P, Q); (14)Р, Q∈Λf.Введем также общий пространственно-временной диаметр мно­жества М\ DiamM = max{DiamsΛf, DiaιmΛf}. (15)Эти величины вполне естественны, так как следует рассмат­ривать взаимовлияние всех событий, участвующих в некотором физическом явлении (должны быть малы по сравнению с фун­даментальной длиной все попарные интервалы между событиями, участвующими в некотором явлении, а не только интервалы до какого-то одного события).Множество точек, удаленных от некоторой фиксированной точ­ки на интервал, не больший по модулю некоторой величины (на плоскости это «четыреххвостая» фигура, ограниченная гипербо­лами), некомпактно и неограничено в том смысле, что в нем есть пары точек, удаленных друг от друга на сколь угодно большой интервал (см. рис. 3.1). Если же потребовать, чтобы любая пара точек множества была разделена интервалом, не большим по мо­дулю некоторой величины а2, то такое множество будет уже ком­пактным и ограниченным (если в нем есть хотя бы две точки, разделенные ненулевым интервалом) *.  Максимальным множе­ством такого рода в я+1-мерном пространстве Минковского яв­ляется цилиндр •— произведение ^-мерного шара радиуса а/2 на интервал: Bn (а/2) × (0, а), а также всякая фигура, полученная из этого цилиндра с помощью произвольного «преобразования Лоренца». В случае дефинитной метрики любое такое максималь­ное множество — это, конечно, шар радиуса а/2 (см. рис. 3.2) **.

* Множество событий, лежащих на каком-то одном световом луче, вырож­дено, но оно же и физически нереально («в любом взрыве осколки разлетаются в разные стороны»).** О возможности ввести топологию в риманово пространство с помощью системы окрестностей, состоящей из всех таких максимальных множеств, гово­рилось в гл. 3.



13 Глава 6. Проблема размерности иВведенных понятий достаточно, чтобы вернуться к обсуждав­шимся в § 6.2 локально дискретным моделям пространства Dl(α), E3(rat), и F?(rat).Легко убедиться непосредственно, что согласно введенному определению размерности φ dim пространство D⅛ (а) в больших масштабах (по сравнению с а) 3-мерно, а в малых — й-мерно; пространства E3(rat) и E3(rat) 3-мерны независимо от масштаба.

Рис. 6.1. Базис, состоящий из одной точки, в «пространстве», об­разованном на плоскости параллельными прямыми, отстоящими друг от друга на расстояние I. Слева — евклидова метрика, справа — псевдоевклидов интервал. Множество М двумерно (D(M)>l), мно­жество Mf одномерно (D(M')<l)Точнее выражаясь, можно записать для Λf⊂Dk (а):если Diam Λl>α, то φdimΛ4 = 3iесли DiamΛf<α, то φdimΛf = ⅛.Ясно, что аналогичные соотношения имеются для D£ (а) при любом п и k<n как для дефинитной метрики, так и для интер­вала (рис. 6.1).Таким образом, продемонстрирована возможность математи­чески определенным образом говорить о пространстве, в котором размерность области зависит от ее размеров.1 В заключение параграфа сделаем замечание, касающееся конструктивности введенного определения размерности.С понятием конструктивности и близким понятием операциональности связа­ны, как известно, фундаментальные физико-математические понятия — конструк­тивность в математике [81, 127, 137] и наблюдаемость в физике [4].Только после доказательства Брауэром в 1911 г. негомеоморфности евкли­довых пространств Ek и Еп при k=≠=n появились действительные математические основания для широкого использования понятия размерности (вне рамок линей­ных структур). Даже современное доказательство этой теоремы никак нельзя назвать простым (см. [3, 46]). И тем не менее свойство п-мерности в случае многообразий и тем более евклидовых пространств Еп было настолько интуи­
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тивно очевидно, что математики до доказательства Брауэра на протяжении бо­лее полувека уверенно пользовались представлением об п-мерности пространства. Сложность топологического доказательства связана с тем, что гомеоморфизм в случае Еп может быть устроен очень сложно, а доказательство Брауэра долж­но было исследовать все гомеоморфизмы Еп в Efe.С другой стороны, для евклидова пространства действует хорошо извест­ное понятие линейной размерности. Доказательство линейной п-мерности Еп по «степени» очевидности и конструктивности вполне соответствует интуитивному различию En с разными значениями п. Доказательство п-мерности в смысле вве­денного определения (φdimEn = π) не менее очевидно и конструктивно, однако в отличие от понятия линейной размерности определение φ dim применимо и в гораздо более общем случае.

КРАТКИЕ ИТОГИ ГЛАВЫ 6Физическое обоснование факта 3+1-мерности пространства- времени предполагает по существу, что «область определения» этого факта зависит от уровня развития и теоретического, и эм­пирического компонентов физики. Поэтому приходится считаться с возможностью, что свойство 3+1-мерности нельзя экстраполи­ровать неограниченно, в частности, на сколь угодно малые про­странственно-временные масштабы. С другой стороны, возникно­вение квантово-релятивистской физики привело к представлению о существовании фундаментальной длины как предела примени­мости классического геометрического описания (т. е. евклидовой модели, все свойства которой заданы, разумеется, сразу для всех масштабов). Для некоторых величин, претендовавших на роль фундаментальной длины, со временем обнаружились причины, чтобы отказаться от такой роли; однако квантово-гравитационная длина /пл = (Għ∣c3)1/2 сохранила свои права.Гипотеза фундаментальной длины обычно сочеталась с пред­ставлением о локально дискретной структуре пространства-вре­мени. Если понимать дискретность как меньшую размерность, то приходим к представлению о размерности пространства-времени, зависящей от масштабов явления. В пользу такой возможности говорит и то, что проблема расходимостей — один из главных идейных источников гипотезы фундаментальной длины — весьма чувствительна к значению размерности.Анализ возможностей топологического и метрического языков для описания размерностной структуры пространства-времени при учете указанных обстоятельств приводит к следующему. В рам­ках чисто топологических представлений зависимость размерно­сти от масштаба невозможно даже моделировать. В то же время с помощью метрической структуры пространства-времени можно построить такое понятие размерности, которое придает вполне определенный смысл утверждению об отличии размерности в боль­ших (по сравнению с характерной величиной) и малых простран­ственно-временных масштабах.Это понятие, основанное на идее метрической зависимости, 



134 Глава 6. Размерность и метрическая структура пространства-времениподразумевает параметрический подход к определению размерно­сти, имеющий глубокие физические корни: в физике размерность пространства-времени выступает по существу не сама по себе, а как основание для понятия числа степеней свободы. Однако пред­лагаемое понятие размерности предполагает не, произвольный способ параметризации (неудовлетворительность чего показал из­вестный контрпример Кантора), а способ параметризации, осуще­ствимый с помощью внутренней метрической структуры простран­ства-времени.Общая литература к главе 6: [7, 14а,б, 55, 61а, 82, 114]



Глава 7

РАЗМЕРНОСТЬ ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ 
И СИММЕТРИИ ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОГО 

ОПИСАНИЯ

В предыдущей главе предложен метрический подход к поня­тию размерности. Этот подход в отличие от топологического, как показано, соответствует характеру квантово-релятивистских огра­ничений на геометрическое описание. Введенное понятие размер­ности основано на идее метрической зависимости и по существу реализует параметрическое представление о размерности на ме­трическом языке.В данной главе будет показана жизнеспособность этого поня­тия размерности для случая римановой модели непрерывного пространства-времени, которую использует релятивистская теория тяготения и пространства-времени — ОТО. Плодотворность мет­рического подхода к размерности в непрерывном случае свиде­тельствует в пользу самого подхода.Понятие размерности риманова пространства, как уже говори­лось в гл. 3, связано с понятием системы координат. Особенно явную форму эта связь приобретает, если размерность выражать на метрическом языке (§ 3.2). В данной главе мы сосредоточим внимание на связи понятий размерности, метрики, системы коор­динат и системы отсчета. При этом, как мы увидим, рассматри­ваемая связь органически включает в себя и фундаментальный вопрос о симметриях пространственно-временного описания.Глава построена следующим образом. Сначала мы кратко на­помним статус симметрии пространства-времени в СТО, подчер­кивая моменты, важные для дальнейшего изложения. Затем рас­смотрим вопрос о соответствии между геометрией Минковского и римановой геометрией. И, наконец, предложим подход к сим­метриям пространственно-временного описания, пригодный для общего риманова пространства. Этот подход основан на размер­ностной однородности, т. е. на том факте, что размерность рима­нова пространства одна и та же во всех его точках. Если выра­зить размерностную однородность на метрическом языке, то в случае общей 4-мерной римановой геометрии приходим к поня­тию 10-параметрической квазигруппы, обобщающей группу Пуан­каре. Структура этой квазигруппы порождается метрическим уст­ройством данного риманова пространства, а мера ее неассоциа- тивности определяется степенью метрической неоднородности дан­ного пространства.
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7.1. ДЕСЯТЬ СИММЕТРИЙ ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ В СПЕЦИАЛЬНОЙ 

ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ И ЧЕТЫРЕХМЕРНОСТЬПонятие симметрий пространства-времени имеет долгую исто­рию*.  Уже в определениях и аксиомах ньютоновских «Начал» неявно содержатся все десять пространственно-временных сим­метрий. Однако в эпоху классической механики «геометрические» симметрии — однородность и изотропность пространства — каза­лись принципиально отличающимися от «физических» симметрий, которым подчиняется описание механического движения и кото­рые составляют принцип относительности Галилея. Только после создания специальной теории относительности и ее геометриче­ской основы — пространства Минковского — стал ясен единый характер чисто геометрических симметрий и пространственно-вре­менных симметрий, воплощенных в принципе относительности.Понятие симметрии пространства-времени может быть выра­жено по-разному в зависимости от математического языка, ис­пользуемого в физической теории. При описании полевой системы с помощью принципа стационарного действия физическая систе­ма характеризуется набором полевых функций {uα(x)}, α=l,..., г, зависящих от пространственно-временных координат x = {xi}, 
i=l,...,n (размерность пространства-времени п оставим пока произвольной), и лагранжианом

L = L(ua(x), ∂iUa(x), ∂i∂kUa(x)), ∂i≡≡∂∕∂xi, (1)зависящим от полевых функций и их производных. Динамику системы определяет действие — интеграл от L по области про­странства-времени Ω
Λ[a(x), Ω] = ∫c^ dx, (2)Ωа именно, уравнения движения порождает принцип стационарно­го действия δ^ = 0. (3)Если, например, ’лагранжиан зависит от производных иа не старше второй, уравнения движения (условия равенства нулю первой вариации действия sΦ} имеют вид—--------∂i --- -----+ ∂i∂k --- -------= 0. (4

∂ua ∂ua,i ∂ua,ikС помощью понятия действия легко описать свойство симмет­рии пространства-времени. Если для некоторого преобразования координат
x'i=Xi(x) (5) * О понятии симметрии см. обстоятельное исследование В. П. Визгина [27в].



симметрии пространственно-временного описания 137и определенным образом соответствующего ему преобразования набора полевых функцийU,α(%,) = Ua(Ub(x)) (6)величина действия не меняется
<s⅞[ua(x), Ω] = Λ [u,α(√), Ω'],то говорят, что для данной физической системы (1) имеется сим­

метрия, или инвариантность относительно преобразований (5), (6). Если преобразование (5) (и соответственно (6)) зависит от набора 5 непрерывных параметров ω4, А = 1,..., s,
x'<=Xl(χ∙, (0a), (5*)то говорят о непрерывной s-параметрической симметрии (обычно предполагается, что нулевым значениям параметров ωy4 = 0 соот­ветствует тождественное преобразование).Так можно говорить о пространственно-временной симметрии 

данной физической системы. С историко-методологической точки зрения представление о симметрии пространства-времени * стано­вится физически оправданным по существу только тогда, когда появляется уверенность, что данной симметрии подчиняются все (замкнутые) физические системы, поскольку свойства простран­ства-времени извлекаются из поведения всевозможных физиче­ских систем.Однако на языке уже развитой физической теории симметрии пространства-времени описываются и самостоятельно, геометри­чески (точнее, хроногеометрически). При этом никакие свойства конкретных физических систем не используются; наоборот, гео­метрические требования ограничивают динамику системы, вид ла­гранжиана (1) и трансформационные свойства полевых функ­ций (6).Таким результатом развития теории стала геометрическая мо­дель пространства-времени специальной теории относительно­сти — пространство Минковского. Это — четырехмерное много­образие с метрикой (интервалом) между любыми двумя точка­ми Р, Q

I(P,Q) = ∑ (Δ∙√)2-(∆xo)2, (7)
ι=lгде Δxi = xi(P)—xi(Q). Естественная линейная структура в этом многообразии и скалярное произведение, определяемое форму­лой (7), дают возможность описать симметрии пространства-вре­мени Минковского как линейные преобразования, оставляющие инвариантным выражение для интервала. Совокупность таких 

Мы будем применять этот термин и для дорелятивистской эпохи.



138 Глава 7. Размерность пространства-времени ипреобразований симметрии представляет собой 10-параметриче- скую непрерывную симметрию пространства-времени (если ис­ключить дискретные симметрии, соответствующие отражениям координатных осей). В этой совокупности преобразований вводит­ся групповая структура, образующая 10-параметрическую груп­пу Пуанкаре. Отметим для дальнейшего, что преобразования группы Пуанкаре можно рассматривать как всевозможные преоб­разования, переводящие одну ортонормированную четверку век­торов (базисных векторов, орторепера) в другую.А теперь подчеркнем простое, по важное для нас обстоятель­ство: десятипараметричность группы Пуанкаре, наличие десяти независимых непрерывных пространственно-временных симметрий, определяется непосредственно значением размерности простран­ства-времени, а не специальным видом его метрической струк­туры; это видно уже из того, что десять симметрий имеются так­же у пространства-времени классической механики, метрическая структура которого принципиально отличается от метрической структуры пространства Минковского. Проще всего эту связь можно обнаружить, вернувшись от хроногеометрического языка к физическому. Обратимся к принципу относительности, геомет­рическим воплощением которого при дополнительном условии существования фундаментальной скорости и является пространст­во-время Минковского. Но нам достаточно даже галилеевского принципа относительности, который предполагает отсутствие фун­даментальной скорости и, следовательно, предполагает возмож­ным определение абсолютной одновременности событий.Принцип относительности в традиционном понимании означает неизменность законов природы относительно выбора инерциаль­ной системы отсчета. В классической механике систему отсчета можно представить как совокупность трех абсолютно твердых стержней, пересекающихся под прямыми углами (и порождаю­щих декартову систему координат), и часы. Так что в классиче­ской механике законы природы инвариантны (симметричны) отно­сительно следующих преобразований декартовой системы коор­динат и времени /, х, у, z→√', xz, у', zr∖изменение начала отсчета времени (1 параметр Δ∕),смещение системы координат параллельно самой себе (3 пара­метра ∆r = (∆x, ∆y, ∆z)),повороты системы координат (3 параметра — например, углы Эйлера),переход к движущейся инерциальной системе отсчета (3 пара­метра — компоненты относительной скорости V).Другими словами можно сказать, что семейство всех инер­циальных декартовых систем отсчета характеризуется десятью непрерывными параметрами. Этот факт сохраняет силу и в СТО. Легко видеть, что число 10 определяется значением размерности пространства-времени.



симметрии пространственно-временного описания 139Отметим три важных для дальнейшего обстоятельства.Во-первых, недоумение может вызвать словосочетание «декар­това система отсчета» (а не координат). Но дело в том, что деся- типараметричность симметрий пространства-времени проявляет­ся явным образом только при рассмотрении класса одинаково, стандартно устроенных систем отсчета. Декартовость — это, ко­нечно, только одна из возможных стандартизаций систем коорди­нат; можно было бы рассматривать с таким же успехом класс сферических или цилиндрических координат. Необходима только максимально жесткая стандартизация сама по себе.Следует отметить, что 10-параметричность группы симметрий пространства-времени в СТО имеет вовсе не единственное пред­ставление, связанное с преобразованиями в классе всех инер­циальных систем отсчета. Такое представление, соответствующее принципу относительности в традиционном понимании, является, как подчеркивается А. А. Логуновым [77], лишь одним возможным представлением того фундаментального факта, что пространство- время описывается геометрией Минковского. При этом имеется неоднозначность не только чисто пространственного характера, упомянутая выше (возможность использовать координаты декар­товы, сферические, цилиндрические и т. д.), но и пространствен­но-временного. В [77] сформулирован обобщенный принцип отно­сительности, согласно которому в СТО для любой системы отсчета (инерциальной или не инерциальной) можно построить 10-параметрическую совокупность физически эквивалентных ей систем отсчета.Во-вторых, логически неудовлетворительным должно выгля­деть смешанное (преднамеренно) употребление выражений «си­стема координат» и «система отсчета». Разделение этих понятий возможно в классической механике и в СТО, но в случае рима- новой геометрии, введенной ОТО, плодотворно, как будет пока­зано, как раз слияние этих представлений в понятие «система отсчета координат».И, наконец, следует отметить, что в случае пространства Мин­ковского существует чисто геометрическое описание его симмет­рий, обходящееся без класса стандартных систем координат. Это — группа движений, т. е. отображений пространства-време­ни на себя, сохраняющих интервал. При этом десять независимых симметрий воплощаются в десяти векторных полях Киллинга. Подчеркнем, что это лишь один способ представления симметрий пространственно-временного описания, неприменимый непосред­ственно уже к ньютоновскому пространству-времени, которое нельзя описать римановой геометрией. Только из-за того, что обычно отождествляют пространственно-временные симметрии с симметриями самого пространства-времени, очевидным кажется, что в общем случае риманова пространства, искривленного в каж­дой точке по-разному, никаких пространственно-временных сим­



140 Глава 7. Размерность пространства-времени иметрий быть не может. Однако в дальнейшем мы покажем, что упомянутое отождествление не обязательно, и предложим подход, выявляющий десять пространственно-временных симметрий с по­мощью совокупности стандартных систем координат в произволь­ном римановом пространстве.В заключении параграфа напомним, что в классической меха­нике и в специальной теории относительности существование при­вилегированного 10-параметрического семейства инерциальных систем отсчета проявляется в существовании десяти пространст­венно-временных интегральных законов сохранения. Эта связь законов сохранения и симметрий теории составляет содержание (первой) теоремы Нетер *,  которая составляет наиболее фунда­ментальную основу для получения законов сохранения в доста­точно развитой теории. Эта теорема устанавливает связь между симметриями теории (инвариантностью ее действия) и законами сохранения этой теории: каждой однопараметрической симмет­рии (т. е. каждой однопараметрической совокупности преобразо­ваний переменных теории, оставляющих инвариантным действие) соответствует свой закон сохранения.Напомним формулировку первой теоремы Нетер [15, 27а].Пусть физическая система характеризуется набором полевых функций {wα(x)}, α=l, 2, ...» г, зависящих от пространственно-временных координат х = = {x1}, ι=l, ...» п (размерность пространства-времени п оставляем пока произ­вольной). Динамика системы описывается лагранжианом L (1) и действием^ (2), т. е. интегралом от L по (п-мерной) области пространства-времени Ω. Урав­нения движений (4) порождает принцип стационарного действия (3).Пусть теперь имеется некоторая s-параметрическая совокупность гладких преобразований координат (для «бесконечно малых» величин параметров Δcoa, Л = 1, ...» s) (8) и соответствующих преобразований полевых функций4(x') =z∕α(,r)÷ ТаЛАо/; (9)величины XiA и ΨaA отражают структуру рассматриваемой совокупности пре­образований и свойства набора полевых функций {ua}∙
И пусть, наконец, величина действия JL не меняется при совместном дей­ствии преобразований (8) и (9):

Л (μa W; Ω) - Л (иа (х'); Ω'). (10)Тогда, как утверждает теорема Нетер, из лагранжиана L, полевых функций 
иа, величин XiA> ΨaA и их производных могут быть построены величиныθj1=θ^(L,ua, X<υΨa4), (11)для которых при соблюдении уравнений поля (4) справедливы s тождеств∂t∙θjl = O, Л —1, ... , s. (12)* Подробное рассмотрение теоремы Нетер на фоне развития общей взаи­мосвязи «симметрия — сохранение» см. в книге [27а].
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Равенства (12) называются законами сохранения в дифференциальной форме. Причина такого названия состоит в следующем. Равенства (12), проинтегриро­ванные по некоторой области пространства-времени Ω, ограниченной гиперпо­верхностью ∂Ω, в силу теоремы Гаусса эквивалентны соотношениямφθ^foi=.O, (13)⅛Ωкоторые называются интегральными законами сохранения.Соотношения (13) действительно можно интерпретировать как законы со­хранения. Для этого рассмотрим пространство-время Минковского (или Ньютона)
Рис. 7.1. 2+1-мерная иллюстрация взаимо­отношения дифференциальных и интеграль­ных законов сохранения ∂1∙Θm = 0 [ dfiiA dQ = 0 =⅜Ω =≠ (6 θu dσi = 0;∂Ω
φ Θm rfσl∙ -- f ®ол dV + dt ∫ θ≈A⅛α∂Ω V }l ∂V

и в качестве области Ω выберем четырехмерный цилиндр, у которого нижнее и*  верхнее основания соответствуют трехмерному объему V в моменты времени 
ti и /г (рис. 7.1). Тогда соотношения (13) превращаются в запись балансаC4(IΛ⅛)-C4(V√1) = ∫(⅛Λ, (14).где ⅛(V,∕)≡∫θθdV, (15).

VQλ(∂V, ∕)≡ (^θ⅞dSa, a = 1, 2, 3, (16)
'∂Vт. е. изменение величины С а в объеме V равно потоку плотности этой величины через поверхность ∂V, ограничивающую объем V.Если же удалять поверхность ∂V на бесконечность по пространственным ко­ординатам и предполагать, что поля ua(x) (вместе с ) на бесконечности об­ращаются в нуль (замкнутая система), то получим закон сохранения в «чистом» виде: Ca(∕2)=Ca(∕i), (17)при этом интегрирование в (15) производится по всему трехмерному простран-Соотношения (14), (17) и оправдывают название «законы сохранения» для равенств (12) и (13), которым они эквивалентны. Как подчеркивал Эйнштейн: «Опыт вынуждает нас искать такой дифференциальный закон, который был бы эквивалентен интегральным законам сохранения импульса и энергии»-



142 Глава 7. Размерность пространства-времени иЗаконы сохранения энергии, импульса, момента импульса для любой замкнутой системы в классической механике и в СТО соот­ветствуют симметриям пространства и времени, а именно инва­риантности теории относительно трансляций, поворотов системы отсчета и переходов от одной инерциальной системы отсчета к другой, т. е. однородности и изотропности пространства-вре­мени.Теорема Нетер прямо показывает, что эти интегральные зако­ны сохранения определяются именно свойствами пространства- времени, а не специфическими свойствами физических систем (хо­тя, разумеется, конкретный вид сохраняющихся величин (+д опре­деляется и лагранжианом Л, т. е. специфическими свойствами рассматриваемой системы). Отсюда становится понятным всеоб­щий характер законов сохранения в классической механике и в СТО. Это же дает основание законы сохранения энергии, им­пульса, момента импульса называть пространственно-временными 
законами сохранения. Чтобы подчеркнуть единое происхождение этих законов сохранения, их можно было бы называть также 
законами сохранения энергии-импульса-момента, хотя в класси­ческой механике 10 сохраняющихся величин естественно раскла­дываются на 1+3 + 3 + 3, а в СТО — на 4 + 6 величин.

7.2. ПРИНЦИП СООТВЕТСТВИЯ И ПРОСТРАНСТВЕННО- 
ВРЕМЕННЫЕ СИММЕТРИИС точки зрения истории науки принцип соответствия — важ­нейший методологический принцип, которому должно подчинять­ся развитие науки. Именно этот принцип отражает историческую преемственность в развитии научного знания, его кумулятивный рост. Но если требования принципа соответствия в общем виде представляются вполне очевидными, то конкретное построение соответствия между теориями составляет каждый раз специаль­ную задачу, решение которой жизненно необходимо для утверж­дения новой, более общей теории. Соответствие может строиться по разным направлениям: по количественному описанию, по струк­туре понятийного аппарата в целом и в отдельных его частях. Установление соответствия между двумя теориями (старой и новой) состоит из двух компонент. Во-первых, надо очертить область явлений, допускающих описание обеими теориями; по существу это означает установление области применимости ста­рой теории. Во-вторых, надо найти путь (или пути) от концеп­туального аппарата новой теории к старой; надо составить, так сказать, «старо-новый словарь». Эта задача очень непроста, по­скольку концептуальные структуры сравниваемых теорий в наи­более интересных случаях различаются на очень глубоких уров­нях. Кроме того в «старо-новый словарь» не попадают многие 



симметрии пространственно-временного описания 143«слова» как нового, так и старого языков — они оказываются непереводимыми. Поэтому особая роль предназначена «словам», имеющим смысл в обеих теориях и занимающих сходное поло­жение в их структурах. К таким «словам» относится размер­ность пространства-времени.Выявление связи между понятийными аппаратами двух теорий в духе принципа соответствия включает в себя анализ соответ­ствия между физическими и математическими составляющими этих теорий. Ограничиваясь чисто геометрическим аспектом, мы рассмотрим понятие пространственно-временной симметрии в про­странстве ^Минковского, являющемся геометрической основой СТО, и в произвольно искривленном псевдоримановом простран­стве, к которому привела релятивистская теория тяготения.Согласно обычной точке зрения, в общем случа’е риманова про­странства невозможно говорить о его симметриях, потому что в разных точках оно искривлено по-разному, а симметрии возни­кают только тогда, когда кривизна подчиняется каким-то усло­виям (в частности, максимальная возможная симметрия имеется в пространстве постоянной кривизны). Однако такие специаль­ные случаи, имеющие меру нуль в множестве всевозможных ри- мановых геометрий, не могут представлять особого интереса для теории, которая геометрию заранее не ограничивает.Говоря о том, что понятие пространственно-временной симмет­рии в произвольной римановой геометрии теряет смысл, ссылают­ся иногда на закономерность подобного отмирания старых поня­тий при развитии науки. Например, переход от классической механики к квантовой привел к отмиранию понятия (наблюдае­мой) траектории частицы. Однако в квантовой механике почти сразу было показано, как (в духе принципа соответствия) поня­тие траектории может стать оправданным. В случае же симмет­рий в римановом пространстве ситуация совсем другая. Не изве­стен путь, реализующий принцип соответствия, к пространствен­но-временным симметриям в случае малых отклонений геометрии от плоской (островная конфигурация, о которой иногда говорят в связи с этим и которая обладает симметриями «на бесконечно­сти», не исчерпывает всех возможностей, так как кривизна может быть мала глобально, но без евклидовости на бесконечности; например случай кривизны очень большого, но конечного радиу­са). Каковы те общие понятия и структуры, имеющиеся в рима­новой геометрии, которые могли бы перейти в структуру симмет­рий геометрии Минковского? Ответ на этот вопрос необходим независимо от отношения к возможности ввести понятие симмет­рии в римановой геометрии.Нетривиальность соответствия между геометрией Минковского и римановой геометрией ясно видна из следующего обстоятель­ства, подчеркиваемого А. А. Логуновым. Часто можно встретить слова о том, что в достаточно малой области риманова простран­



144 Глава 7. Размерность пространства-времени иства справедлива геометрия Минковского. Однако это утверж­дение, понимаемое буквально, разумеется, неверно. Ведь геомет­рическая характеристика риманова пространства — тензор кри­визны или его инварианты — имеет локальный характер, т. е. определена в точке, и никакое уменьшение области пространства не может эту характеристику изменить, в частности, обратить ее в нуль, соответствующий геометрии Минковского.Чтобы утверждение о локально-лоренцевском, локально-пло­ском характере геометрии малой области риманова простран­ства приобрело смысл, оно должно быть сформулировано с по­мощью величин, относящихся к области в целом, величин типа d2//?2, где d — размеры области, a R — радиус кривизны; одна из простейших величин такого рода — разность суммы углов треугольника и 2л, зависящая от величины треугольника. Во вся­ком случае ясно, что искомое описание должно использовать метрический язык.С точки зрения принципа соответствия вопрос может быть по­ставлен так: что в ОТО можно поставить в соответствие 10-пара- метрической группе Пуанкаре, списывающей и по существу экви­валентной геометрии пространства Минковского? Разумеется, не группу всех гладких преобразований координат, и не только потому, что она оо-параметрична (хотя и этого достаточно), но и потому, что такую же группу можно ввести в пространстве Минковского в СТО.Локально плоский характер геометрии пространства-времени в ОТО обычно не связывается с представлением о группе Пуан­каре как пределе некоторой структуры, определенной в общем римановом пространстве (см., напр., [Мизнер, Уилер, Торн, 1977]), несмотря на то что наиболее плодотворное для физики понима­ние геометрии пространства Минсковского основано на свойствах группы Пуанкаре. Считается, что в общем римановом простран­стве, не имеющем симметрий движения, нельзя естественным образом определить конечно-параметрическое семейство преобра­зований координат [Траутман, 1967] (а имеет смысл говорить лишь о oo-параметрической группе всех гладких преобразований координат). Однако это мнение основано на отождествлении сим­метрий пространства с его движениями. Как будет видно из дальнейшего, пространственно-временные симметрии можно сопо­ставить не только движениям пространства, но и перемещениям наблюдателя, т. е. надлежащим образом определенной системы отсчета.В случае однородного пространства, и в частности в СТО, известны два подхода к преобразованиям в пространстве, назы­ваемые активным и пассивным *,  которые по существу эквива­
* Ср. Корн Г., Корн Т. Справочник по математике. — М.: Наука, 1970, с. 362.



симметрии пространственно-временного описания 145лентны. Согласно активной точке зрения система координат не меняется, а переносится в пространстве рассматриваемая геомет­рическая или физическая система, например область, в которой не равны тождественно нулю лагранжиан и полевые функции, входящие в выражение для действия. Несколько иначе активную точку зрения можно выразить так: наблюдатель (система отсче­та) стоит на месте, а перемещается все пространство вместе со всем, что в нем находится. Согласно пассивной точке зрения про­странство со всем своим содержимым находится на месте, а пере­мещается наблюдатель (система отсчета). В результате каждой из этих процедур меняются координаты в рассматриваемой обла­сти пространства, причем различие между активным и пассивным подходами невозможно даже выразить во «внутренних» терми­нах, т. е. не предполагая еще какое-то объемлющее простран­ство.В общем римановом (произвольно искривленном) пространст­ве активный подход неосуществим: в общем случае пространство не может перемещаться «по себе», и невозможно достаточно сложную систему (например, уже систему из п + 2 точек в я-мер- ном пространстве) переносить без внутренних изменений (в ука­занном примере — без изменений расстояний между точками). Однако пассивный подход — перемещение наблюдателя, т. е. си­стемы отсчета, надлежащим образом определенной, — вполне реализуем и приводит, как мы увидим, для ^-мерного риманова пространства к п(п + 1)/2-параметрической совокупности преобра­зований координат, обладающей к тому же квазигрупповой струк­турой, обобщающей структуру группы Пуанкаре.Но прежде чем перейти к соответствующему построению, рас­смотрим вкратце вопрос о системах отсчета, который неразрывно связан с вопросом о пространственно-временных симметриях.Довольно распространенное нежелание специально рассматри­вать понятие системы отсчета в римановом пространстве-времени было бы оправдано, если бы физический интерес представляли только скалярные, не зависящие от системы отсчета, величины, •однако это, как известно, не так.Связь симметрий пространства-времени с понятием системы отсчета, как указывалось, существует уже в СТО. Действительно, наличие пространственно-временных законов сохранения в СТО связано с инвариантностью действия относительно преобразова­ний из группы Пуанкаре, связывающих различные инерциальные системы отсчета. С математической точки зрения в пространстве Минковского выбирается совокупность стандартных систем координат, которые допускают физическую интерпретацию в виде систем отсчета, так как координаты здесь порождаются вполне определенной процедурой.Смешивание понятий системы отсчета и системы координат в ОТО, справедливо критикуемое [100], имеет тем не менее реаль­



146 Глава 7. Размерность пространства-времени иные основания в том, что с точки зрения физики система отсче­та —- это прежде всего конкретный способ установления коорди­нат точек пространства-времени. В дальнейшем будет использо­ваться именно такое представление о системе координат, жестко сцепленной с системой отсчета. Это представление мы закрепим в выражении «система отсчета координат».В СТО инерциальные системы отсчета сопоставляются обыч­но декартовым системам координат в пространстве Минковского. Конечно, пространство-время в СТО можно описывать в любых координатах (сферических, цилиндрических и т. д.), но при полу­чении законов сохранения ограничиваются лишь декартовыми системами. Обязательно ли такое ограничение? Ограничение клас­сом стандартных систем координат обязательно, только тогда возникает 10-параметрическая (10 = n(n +1)/2 при п = 4) • группа преобразований, описывающая симметрию пространства-времени в СТО (однородность и изотропность), но не обязательно именно декартовыми. Можно использовать и ограничение только сфериче­скими координатами или любым другим классом стандартных, *т. е. одинаково определенных, координат. Каждый такой класс координат пригоден для описания симметрии пространства-вре­мени в СТО.В СТО инерциальные системы отсчета координат называют привилегированными, имея на то веские и хорошо известные при­чины. Представление о классе привилегированных систем отсчета координат (вообще говоря весьма неоднозначное [39а]) в ОТО бу­дем связывать лишь с возможностью общего, стандартного и кон­
структивно описанного, т. е. физически реализуемого, способа 
введения координат. В этом смысле классов «привилегированных» систем отсчета координат может быть и несколько, хотя по суще­ству эти классы должны быть изоморфны.Необходимость в предварительном ограничении, стандартиза­ции способа описания вполне естественна. Чтобы выявить инва­риантные свойства какого-то объекта, нужно разным наблюдате­лям изучать его с максимальным возможным ограничением на произвол в средствах исследования. Все наблюдатели, находя­щиеся в различных состояниях, должны руководствоваться стан­дартной методикой, цтобы в результате исследования были за­фиксированы свойства объекта, а не различных методик, или, точ­нее, чтобы нестандартность методик не затушевывала свойства объекта.Поэтому, переходя к римановой геометрии, нужно будет выяс­нить вопрос о возможности определить класс в достаточной мере стандартных систем отсчета координат и, чтобы удовлетворить принципу соответствия, этот класс в общем случае 4-мерного риманова пространства должен образовать 10-параметрическуЮ' совокупность.
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7.3. ПОДХОД К СИММЕТРИЯМ В РИМАНОВОЙ ГЕОМЕТРИИ, 

ОСНОВАННЫЙ НА МЕТРИЧЕСКОМ ПОНЯТИИ РАЗМЕРНОСТИ 
(НЕФОРМАЛЬНОЕ» ОПИСАНИЕ)

1. Начнем с простого вопроса: почему в СТО существует имен­но десять независимых (непрерывных) пространственно-вре­менных симметрий? Нетрудно получить ответ: потому что про­странство-время имеет четыре измерения. Действительно, в n-мерном пространстве-времени Минковского имеется п неза­висимых трансляций по п осям и C772 = m(∕z—1)/2 независимых поворотов, всего n+n(n—1)∕2 = n(∕z+l)/2 независимых преобра­зований симметрий. Если /2 = 4, то n(∏ + 1)1∕2= 10.Именно таково происхождение 10-параметричности группы Пуанкаре, описывающей симметрии пространства-времени в СТО. Эта группа, как и всякая группа, может мыслиться чисто алге­браически, но для физиков группа Пуанкаре срослась с одним из своих представлений — линейным представлением в 3+1-мерном пространстве Минковского Λ43+1. Это представление образуют все возможные линейные преобразования, переводящие одну декар­тову систему координат ΛzI3+1 в другую или сохраняющие метри­ческую структуру — выражение для интервала(∆s)2 = -c2(∆∕)2 + (∆x)2+ (∆y)2 + (∆z)2.Подчеркнем, что это представление группы Пуанкаре — лишь- одно из возможных и, как мы увидим, не самое удобное для обобщения на риманово пространство R3+1.В специальной теории относительности количество симметрий метрической структуры пространства-времени определяется значе­нием его размерности. При этом само понятие размерности может пониматься как размерность линейного пространства. Понятие размерности линейного пространства достаточно для построе­ния конечно-параметрической (в n-мерном случае — ∕z(∕z+l)/2- параметрической) совокупности систем координат, или, в физи­ческой интерпретации, совокупности инерциальных систем отсче­та в СТО.Теперь перейдем к римановой геометрии ОТО. Напомним, что мы хотим и в произвольном /г-мерном римановом пространстве указать естественную п (п + 1) /2-параметрическую совокупность систем отсчета координат.Наглядное и кажущееся решающим возражение против тако­го намерения состоит в том, что наличие естественной конечно­параметрической совокупности преобразований координат должно отражать какую-то симметрию пространства-времени, какое-то свойство, не меняющееся от точки к точке. А в произвольно, т. е. в каждой точке по-разному, искривленном пространстве такого свойства быть, казалось бы, не должно.



!48 Глава 7. Размерность пространства-времени иЧитатель этой книги, однако, вполне подготовлен к тому, что­бы сразу увидеть недостаточность такого возражения (не зря же слово «размерность» употребляется в этой книге чаще, чем во мно­гих других). Действительно, в произвольно искривленном про­странстве-времени ОТО есть свойство, не меняющееся от точки к точке — это размерность пространства-времени. С точки зре­ния, выделяющей в физической теории динамические» и абсолют­ные элементы [Траутман, 1966], можно сказать, что в ОТО не вся структура пространства-времени полностью является динамиче­ским элементом, остается и абсолютный элемент -- размерность пространства-времени.Задача автора теперь состоит в том, чтобы превратить это тривиальное, на первый взгляд, наблюдение в развернутый под­ход. В этом параграфе мы ограничимся неформальным описа­нием, точные определения вводимых понятий и конструкций см. в § 7.4.Прежде всего ясно, что понятие размерности линейного про­странства, на котором основана связь законов сохранения с раз­мерностью в СТО, неприменимо для искривленного риманова про­странства ОТО (если не ограничиваться строго локальным опи­санием). В то же время топологическое понятие размерности, которое обычно кладут в основу описания многообразия, для наших целей оказывается слишком грубым, так как оно, в част­ности, игнорирует метрическое устройство пространства-времени, являющееся как раз основной структурой для ОТО.Поэтому нужно ввести понятие размерности на метрическом языке [Горелик, 1978]. В основу положим понятие интервала (или мировой функции) ∕(P, P,) между двумя точками простран­ства-времени Р и P,. Такое описание пространства-времени, как известно [Синг, 1963], эквивалентно обычному описанию с помо­щью метрического тензора giki или интервала ds между двумя бесконечно близкими точками
I(P, P')= ds^2, ds2 = glkdxidxk, (18)

Рздесь интегрирование ведется по геодезической, соединяющей точ­ки Р и P, (см. также § 3.1).Фиксирование в пространстве какой-то одной точки bi задает на этом пространстве функцию ∕(P) =√(P, &1). Фиксирование в zz-мерном пространстве п точек {bi}, i≈∖,...,n, образующих ба­зис (точные определения см. в § 7.4), порождает некоторую си­стему координат — каждой точке пространства Р ставится в соот­ветствие п чисел I(JP,bi). Эти координаты, вводимые с помощью метрики пространства, можно назвать метрическими, или 1-коор­
динатами. В 4-мерном пространстве Минковского базис — это любые четыре точки в общем положении, т. е. не лежащие в од­



симметрии пространственно-временного описания 149ной двумерной плоскости. Понятие размерности, которое мы будем использовать, и связанные с ним конструкции опираются на обоб­щение такого геометрического факта:
в евклидовом (псевдоевклидовом) п-мерном пространстве 

необходимо зафиксировать ровно п точек, чтобы с помощью рас­
стояний (интервалов) до этих точек задать положние любой дру­
гой точки пространства.Такое задание на самом деле двузначно (задаются две точки, симметричные относительно гиперплоскости, определяемой точка­ми базиса), однако это не меняет существенно ситуацию.Всю метрическую структуру данного риманова пространства Rn мы будем описывать с помощью одной функции Г от 2п пере­менных. Эта функция задает интервал между любыми двумя точ­ками Rn через интервалы от этих точек до точек базиса:∕(P,P9^r(...,∕(p,fe9,...∙, ...,∕(P,,⅛o,...), i=ι,...,n.Рассмотрим совокупность всех систем метрических координат, порожденных всевозможными базисами. Поскольку каждая такая система координат полностью определяется положением точек, образующих базис, то для перехода от одной системы координат к другой достаточно задать положение нового базиса {b'i} по от­ношению к старому {bi}, т. е. п2 чисел I(b'i, bk); i, k= 1,..., п. Эти п2 чисел можно-представить в виде матрицы n×zz.Однако не все эти п2 параметров существенны. Для того что­бы исключить «координатные» эффекты полностью, нужно способ введения системы координат сделать максимально жестким, но, разумеется, все еще пригодным для произвольного искривленного пространства-времени. Для этого следует использовать только стандартные, полностью нормированные базисы, фиксируя, напри­мер, интервалы между точками базиса так, чтобы они совпадали по величине с интервалами в пространстве Минковского между началом координат и концами пространственных ортов, т. е. меж­ду точками (0000), (0100), (0010), (0001) в декартовых коор­динатах.Использование нормированных базисов исключает п(п—1)/2 параметров, поскольку считаются заданными Cn2 = n{n—1)/2 ин­тервалов между точками базиса. Таким образом, совокупность базисов (или систем метрических координат) характеризуется n(zz÷l)∕2 параметрами (в 4-мерном случае — 10-ю параметра­ми, т. е. так же, как группа Пуанкаре). Если же зафиксировать положение одной из точек базиса, то придем к п(п—1 ^-пара­метрической совокупности систем координат (в 4-мерном слу­чае — 6-параметрической, так же, как группа Лоренца).Построенный класс систем отсчета координат можно назвать классом привилегированных систем координат в смысле, указан­ном в § 7.2. Действительно, все входящие в этот класс системы 



150 Глава 7. Размерность пространства-времени икоординат устроены одинаково и могут быть введены в произ­вольно искривленное пространство.2. С введенной п(п + 1)/2-параметрической совокупностью ба­зисов, или систем отсчета координат, можно связать естественным образом квазигрупповую структуру. Для этого зафиксируем неко­торый базис Ьо (нижний индекс будет нумеровать базисы). Тогда любой другой базис соответствует некоторой матрице пХп. После­довательность перехода от базиса b0 к базису bi и затем от b^ к fe2 эквивалентна переходу от ft0 сразу к b2 — это дает возмож­ность определить групповое произведение двух матриц (оно, ко­нечно, не совпадает с обычным произведением двух матриц,, а определяется метрической структурой пространства-времени» т. е. функцией 7(p, ∕∕) =Γ(∕(P, 6); 7(P,,fe))). Если матрица В задает переход от базиса fe0 к базису Zη, то обратной (в группо­вом смысле) матрицей естественно назвать транспонированную матрицу Вт, которая задает переход от bi к &0. Так определен­ные операции произведения и взятия обратного элемента приво­дят в пространстве Rn к лг (лг +1)/2- и п(п—1)-параметрическим квазигруппам, которые можно назвать квазигруппами Пуанкаре 
q<PRn и Лоренца q2>Rn.Математическое понятие группы давно уже стало в различ­ных областях физики привычным рабочим понятием. Квазигруп­па — объект для физики новый. Основное отличие квазигруппы от группы — неассоциативностъ закона умножения, т. е. для трех элементов квазигруппы А, В, С в общем случае (AB)C=≠÷A(BC). Как алгебраический объект квазигруппа известна в математике уже около пол века [12]. Однако только в последние годы обнару­жилась значительная роль, принадлежащая квазигруппам в диф­ференциальной геометрии [Сабинин, 1981]. Пеассоциативность — та цена, которую приходится платить за переход от изучения вы­сокосимметричных пространств (например, пространств постоян­ной кривизны) к изучению пространств, кривизна которых может меняться' от точки к точке произвольным образом.Простейший пример непрерывной однопараметрической квази­группы на плоскости порождает кривая с отмеченной точкой. Пусть некоторая кривая пересекается любой окружностью (с цент­ром на самой кривой)- только в двух точках. Зададим на этой кривой направление и зафиксируем некоторую точку О на кри­вой. Квазигруппу образуют перемещения от точки О по кривой, если (в аддитивной записи) сумму двух перемещений определить следующим образом: перемещение (а) + (6) — это результат по­следовательного перемещения по кривой из выделенной точки О сначала на расстояние а, затем на расстояние Ь, но при этом расстояние измерять не вдоль кривой (это была бы группа), а па плоскости (см. рис. 7.2) •Только в частных — симметричных — случаях прямой или окружности эта квазигруппа становится группой. Поэтому при­



симметрии пространственно-временного описания 151ближение формы кривой к прямой или окружности «прибли­жает» квазигруппу к группе.Вернемся теперь к введенной квазигруппе ^Rn. На первый взгляд может показаться, что никакой неассоциативности здесь быть не должно. Действительно, рассматривается совокупность специальных систем координат и переходы внутри этой совокуп­ности. Но совокупность всех систем координат в Rn порождает группу произвольных гладких преобразований координат δRn,
Рис. 7.2. Пример однопараметрической не­прерывной квазигруппы — перемещения по ориентированной кривой с выделенной то­чкой. В аддитивной записи перемещение <α)+(Ь) — результат последовательного перемещения из выделенной точки О на расстояние а (расстояние измеряется по плоскости, а не вдоль кривой) и затем на расстояние Ь. Для кривой, изображенной на рисунке[(1)+ (1)] +(-∕2) = (0)≠≠ (1) + [(1) + (-∕2)l = (2 - /2)операция умножения в которой, разумеется, ассоциативна. Поэто­му кажется, что и совокупность систем координат, порождающая √y>Rn и являющаяся лишь частью всех систем координат, долж­на давать ассоциативную структуру. Однако следует помнить, что групповая структура определяется не столько совокупностью составляющих ее элементов, сколько операцией произведения. Когда говорят, что преобразования в совокупности произвольных систем координат в Rn образуют группу (или псевдогруппу [Ко­баяси, Номидзу, 1981]) 6Rn, то подразумевают, что групповое произведение — это обычная суперпозиция функций: если *ι = fι(x), X2 = f2(x), ^3 = f3(-v), где ∕3=√2f1, то это означает, что *3 = f2(f1 (*)).  Таким образом, групповое произведение в <SRn не связано с метрической структурой конкретного пространства Rn.В отличие от этого произведение в ^Rn определяется имен­но с помощью метрической структуры данного пространства Rn конкретно, с помощью функции Г, описывающей геометрическое устройство данного пространства Rn. После фиксирования неко­торого базиса &о произведения (в g^∕5Rn) преобразований коор­динат АВ и (АВ) С также будут суперпозициями, но произведе­ние А (ВС) настоящей суперпозицией уже не будет, поскольку произведение ВС мы должны вычислять, исходя из базиса b0, а не из базиса, в который перешел бы базис b0 под действием преобразования А. Иначе говоря, неассоциативность q½PRn для произвольно искривленного пространства Rn связана с тем, что 



152 Глава 7. Размерность пространства-времени ииз-за неоднородности пространства результат произведения двух преобразований базиса зависит' от положения исходного базиса.Так что квазигруппа q{PRn и группа <SR77, вообще говоря, не связаны отношением включения. Только в случае однородного пространства неассоциативность ^Rn. исчезает и она становится конечномерной подгруппой бесконечномерной группы <SRn.
3. Введенная для общего риманова пространства Rn квази­группа ^Rn в случае пространства Минковского изоморфна группе Пуанкаре, т. е. q<PMn==⅛irι. Действительно, каждое преоб­разование из группы Пуанкаре в стандартном линейном представ­лении взаимно-однозначно соответствует некоторому преобразо­ванию пространственных ортов (0100), (0010) и (0001). Каждому набору пространственных ортов взаимно-однозначно соответствует базис, образованный началом ортов и их концами. И каждое преобразование ортов взаимно-однозначно соответствует преобра­зованию базиса.В пространстве Минковского совокупность преобразований одного базиса в другой, выраженных через взаимные расстояния (интервалы) точек, составляющих базисы, образует представле­ние группы Пуанкаре, но представление нелинейное. Оно выгля­дит сложнее обычного линейного, по зато допускает обобщение на случай искривленного пространства.С помощью введенных понятий можно придать смысл в духе принципа соответствия уже упоминавшемуся утверждению о ло­кал ьно-лоренцовском (плоском) характере пространства-времени в ОТО. Для этого нужно рассматривать квазигруппу базисов с нормировкой, соответствующей точкам (0000), (0α00), (00α0), (ОООбх) в пространстве Минковского, при α→0.
4. Итак, искомая п(п+ 1)/2-параметрическая совокупность пре­образований систем координат, или (помня о необходимости фи­зической интерпретации) систем отсчета координат, построена в произвольно искривленном римановом пространстве-времени, причем эта совокупность, как оказалось, обладает квазигрупповой структурой.Обычно считается, что математическим выражением симмет­рии является группа, однако общее представление о симметрии допускает и более общие математические реализации. Например, не видно причин, чтобы не называть симметрией совокупность преобразований, допускающую последовательное проведение пре­образований (замкнутость относительно произведения), содержа­щую единичное преобразование и для каждого преобразования имеющую обратное. Но это и есть квазигруппа. Требование ас­социативности (превращающее квазигруппу в группу) кажется не более обязательным для описания симметрии, чем требова­ние коммутативности (выполняемое только для простейших сим­метрий) .Но какую же симметрию произвольно искривленного про-



симметрии пространственно-временного описания 153странства Rn описывает квазигруппа g^R/l? Обычно конечно­параметрическая симметрия пространства понимается как сим­метрия движения, т. е. как наличие свойства, не меняющегося при определенных перемещениях в пространстве. В случае произ­вольно искривленного пространства, казалось бы, не существует каких-либо инвариантных его свойств. Однако в действительно­сти такое свойство есть — это размерность пространства-времени (одна и та же во всех его точках). Инвариантной величиной является также интервал между любыми двумя точками про­странства-времени. Описание размерностной однородности про­странства-времени на метрическом языке и приводит к квази­группе g^Rn. Другими словами можно сказать, что квазигруппа #£PRn представляет симметрию описания пространства Rn наблю­дателем (системой отсчета координат, «сделанной» из четырех — в 4-мерном случае — точек пространства-времени с фиксирован­ными интервалами между ними), или, точнее, взаимосогласован­ность пространственно-временных описаний одной и той же физи­ческой системы разными, но стандартными наблюдателями (си­стемами отсчета координат). В тех случаях, когда пространство Rn имеет р-параметрическую симметрию движения, это должно отражаться в существовании в квазигруппе р-параметри-ческой подквазигруппы, которая является группой.Однако не противоречит ли использование специальных, «при­вилегированных» (в совершенно определенном и указанном в § 7.2 смысле*)  систем отсчета принципу общей ковариантно­сти, лежащему, как обычно считается**,  в основе ОТО?Среди требований, .предъявляемым к допустимым понятиям в ОТО, нередко выдвигалось требование общековариантности соответствующих конструкций, возможности использовать произ­
вольные координаты [Петров, 1963, с. 125, 146]. Сознание убеж­денного релятивиста всегда сопротивлялось отступлением от об­* Напомним, что классом «привилегированных» систем отсчета координат здесь считается всякая совокупность стандартных систем координат, т. е. оди­наково определяемых с помощью внутренней метрической структуры пространст­ва-времени и допускающих введение в произвольно искривленное пространство- время. Вовсе не требуется, чтобы такой класс был один. В £3, например, по­добные классы образовывали бы совокупность всех декартовых систем коорди­нат, совокупность всех сферических систем координат и т. д. В произвольном римановом пространстве, кроме используемого в этой главе класса «привилеги­рованных» систем отсчета координат — совокупности всех систём /-координат (порожденных всевозможными четырехточечными базисами), можно указать и другие подобные классы систем отсчета координат: римановы (нормальные) ко­ординаты, координаты Ферми и т. д. (см. § 3.2). Системой отсчета координат в римановом пространстве можно называть конструкцию, состоящую из: 1) точки пространства-времени, 2) четырех ортонормированных векторов в этой точке и 3) осуществимого в произвольном пространстве-времени способа арифметиза­ции, выраженного с помощью только внутренних метрических понятий.Мы не будем здесь обсуждать горячую и долгую полемику, связанную со смыслом и значением общей ковариантности (см. [Франкфурт, 1968; Гинзбург, 1979; Фок, 1979]).



154 Глава 7. Размерность пространства-времени »щей ковариантности, усматривая в этом (как правило, не без оснований) опасность для основ ОТО. Однако, даже если не го­ворить о смешении понятий системы отсчета и системы коорди­нат (см. § 7.2), следует подчеркнуть, что по сути ОТО требует только, чтобы построение, ведущее к некоторому понятию, было осуществимо для произвольной геометрии (не известной до зада­ния характеристик вещества, заполняющего пространство-время).Как мы уже могли убедиться, вопрос о пространственно-вре­менных симметриях неразрывно связан с вопросом о системах отсчета (жестко сцепленных с понятием системы координат и поэтому называемых системами отсчета координат). Нельзя го­ворить об инвариантности какого-либо объекта, не позаботившись заранее о стандартности, «калибровке» приборов, исследующих этот объект (в нашем случае искривленное пространство-время, заполненное вещество).Когда в СТО говорят о любых системах отсчета, то при этом всегда (молча или вслух) подразумевают «любые инерциальные декартовы системы координат». Поэтому и в римановом простран­стве-времени нужно искать ограничение на системы отсчета, «рав­номощное» ограничению инерциальности и декартовости в СТО. Системы отсчета в римановой геометрии, конечно, также должны иметь возможность быть «любыми»: если система отсчета связы­вается как-то с некоторой пространственно-временной структу­рой, то должна иметься возможность связывать систему отсчета с любой такой же структурой, находящейся в любом другом ме­сте пространства-времени. При этом, разумеется, остается воз­можность использовать произвольные координаты (эта возмож­ность, впрочем, имеется уже в СТО). Только понятие системы отсчета -должно математически отображаться более «материаль­ной» и конкретной конструкцией, чем физически эфемерное поня­тие произвольной системы координат.Итак, противоречит ли использование специальных систем от­счета координат принципу общей ковариантности? Нисколько. Для описания искривленного (как, впрочем, и плоского) простран­ства допустимы, действительно, любые координаты. Однако по­становка задачи, нацеленная на выявление симметрий простран­ственно-временного описания, предполагает стандартизацию^ ограничение систем координат. Такая стандартизация неодно­значна, но обязательна.Допустимость произвольных преобразований координат непо­средственно связана с самой математической моделью простран­ства-времени в ОТО. Риманово многообразие в общем случае имеет топологически сложную структуру и не может быть покры­то одной картой. Никакая спецификация координат не может отменить этот факт.В связи с этим следует сделать замечание по поводу «обла­сти определения» введенных понятий. Эта область определения 



симметрии пространственно-временного описания 155в общем случае может быть не глобальной, а полуглобальной, т. е. все введенные понятия определены по отношению к конеч­ным областям пространства-времени. Поэтому в общем случае квазигруппу ^Rn следует считать локальной [Сабинин, 1981], или, лучше сказать, полуглобальной, чтобы подчеркнуть, что речь идет не только о самой точке и о касательном пространстве. Поскольку в основе нашего построения лежит понятие интервала между конечно удаленными точками, или мировая функция, то существуют также известные [Синг, 1963] ограничения, связанные с тем, что для некоторых пар точек может существовать несколь­ко геодезических, соединяющих их, а для некоторых пар точек — ни одной. Однако эти ограничения не могут уменьшить область определения до меньших, чем полуглобальные, размеров.В заключение параграфа перечислим основные элементы пред­лагаемого подхода к симметриям в римановом пространстве-вре­мени:1) существенное использование метрической структуры про­странства-времени, выраженной через интервал ∕(P, Р') между конечно удаленными точками Р и Р'\2) размерность пространства-времени описывается на метри­ческом языке с помощью понятия базиса (набора из четырех опорных точек);3) в непосредственной связи с понятием размерности вводит­ся класс систем отсчета метрических координат, который после стандартизации обнаруживает структуру 4(4+1) /2-параметриче- ской квазигруппы, обобщающей группу Пуанкаре на случай ис­кривленного пространства.Указанные элементы необходимы для подхода в целом. Неко­торые изменения возможны только при выборе способа стандар­тизации систем метрических координат (могут по-другому фикси­роваться внутрибазисные интервалы или даже может использо­ваться другая структура системы отсчета координат), однако совершенно необходимо, чтобы координаты были метрическими, т. е. порождались метрикой пространства-времени.
7.4. РАЗМЕРНОСТЬ РИМАНОВА ПРОСТРАНСТВА Rn 

И КВАЗИГРУППА ПУАНКАРЕ q с? Rn

Г. Понятие размерности, выраженное на метрическом языке, 
и метрические координаты. Как известно, описание римановой геометрии с помощью метрического тензора g+, или интервала ds между двумя «бесконечно близкими» точками, эквивалентно опи­санию с помощью интервала ∕(P, Р') между двумя (конечно уда­ленными) точками Р и Р'

I(P, P') = ( f ds)2,
Р • (20)



156 Глава 7. Размерность пространства-времени нгде интегрирование ведется по геодезической, соединяющей точки 
Р и Р' [Синг, 1963]. В дальнейшем основной будет именно функ­ция ∕(P, Pz).Рассмотрим в пространстве (в дальнейшем для краткости про­странством называется псевдориманово пространство-время) неко­торое множество М (область пространства либо все простран­ство). Совокупность принадлежащих Л1 точек b = {bk}, ⅛=1,..., nr назовем базисом в М, если существует функция Г от 2п непре­рывных и двух дискретных (двузначных) переменных, такая, что для любой пары точек Р, Pz∈Λl∕(P, P')-Γ(... ,∕(P, П ... ,σ(P)∙, ... ,∕(P',^), ... ,σ(P'))r(21)или, в краткой записи,∕(P,Pz)=Γ(∕(P,ft)∙, ∕(Pz,⅛)). (21а)Функция Г описывает геометрию пространства. Минимальное чис­ло точек в базисе как раз и является размерностью области М.Каждой точке можно приписать п +1 число: п интервалов до «опорных» точек базиса и дискретный параметр σ=±l, показы­вающий, в какой стороне от гиперповерхности, определяемой ба­зисом, находится точка; и наоборот, каждому такому набору из /г+1 числа соответствует не более одной точки. ’ Гиперповерх­ность, определяемая базисом, задается уравнениемΓ(P,..., /+ + 1; I∖ ..., -1) ≡≡∏(∕1,..., /") =0 (22)(в случае плоского пространства это — гиперплоскость, прохо­дящая через точки базиса).Каждый базис b = {bk} порождает некоторую систему отсчета координат — каждой точке пространства Р ставится в соответ­ствие п чисел xk÷=I(P,bk). Координаты, порождаемые метрикой пространства, естественно назвать метрическими. Использование метрических координат — существенный элемент вводимых кон­струкций.Вообще говоря, для данного базиса {bk} не любому набору чисел {Ik} отвечает некоторая точка пространства Р, такая, что 
I(P,bk) =Ik. Соответствующее уточнение существенно зависит .от типа метрики: для дефинитной метрики, например, любая сово­купность достаточно малых чисел не соответствует никакой точке пространства. Для рассматриваемой же здесь индефинитной мет­рики, наоборот, любая совокупность достаточно малых чисел соот­ветствует некоторой точке пространства. На границе области допустимых значений метрических координат находятся точки» 



симметрии пространственно-временного описания 157удовлетворяющие уравнению ∏(∕1, ...» ∕π)=0, и, в частности, са­ми точки базиса.Положение базиса b↑ по отношению к базису b2 (нижние ин­дексы будут отличать один базис от другого) описывает матрица
Bl*(b 1,b2)≡I(b∖,b⅛. (23)Каждый базис можно характеризовать матрицей внутрибазисных интервалов
Bik(b,b)=I(bi,bk). (24)В дальнейшем будем использовать только стандартные, нормиро­

ванные базисы, для каждого из которых/° 1 1 1\B(O) = B0= ι1 0 2 И. (25)11 2 0 2\1 2 2 0/В пространстве Минковского матрица Во отвечает базису, образованному точками (0000), (0100), (0010) и (0001); здесь выбрана сигнатура метрики (—h + +), обобщение на n≠4 оче­видно. При рассмотрении перехода к малым областям простран­ства следует использовать базисы, для которых B(b, b) =a2Bo, и затем устремлять α→0.При использовании нормированных базисов в матрице B(b,b0) независимыми оказываются только п (nψ 1)/2 из п2 элементов (на­пример, Bik при f≤fe), остальные определяются из условий норми­рованное™ с помощью функции Г, фигурирующей в определении базиса и задающей геометрию пространства. Например, элемент B10(b, &о) =I(b1, &°о) определяется из уравнения l≡≡∕(⅛1,⅛0) = = Γ(∕(61,⅛h ∕(⅛θ,⅛0)) и т. д.Таким образом, нормированные базисы (и, следовательно, си­стемы отсчета координат, порожденные всевозможными норми­рованными базисами) образуют п(п+1)/2-параметрическую сово­купность.
2. Квазигруппа Пуанкаре. С совокупностью базисов можно следующим образом связать квазигрупповую структуру. Зафикси­руем некоторый базис &0; с ним связана функция Го определен­ного вида. Отметим, что задание функции Го для базиса b0 при­водит к вполне определенному виду Γι для базиса b↑. Индекс у функции Г в дальнейшем будем опускать, поскольку ее аргумен­ты указывают явно, к какому базису она относится.Рассмотрим совокупность матриц пХп. Определим групповое произведение матриц В{ и В2 следующим образом: будем счи­тать, что матрица Bi задает переход от базиса b0 к ¼, а мат­



158 Глава 7. Размерность пространства-времени ирица В2 — от к b2. Произведением матриц B↑ и В2 назовем матрицу В, задающую переход от bQ к b2. Элементы этой матри­цы определяются соотношением
Bik≡I (bi2, bk0) = Г (∕(⅛ b1)", г/(bk0, b1)). (26)Таким образом, порождаемое функцией Г (т. е. геометрией) про­изведение матриц Si и В2 можно записать в виде

B = B10B2 = Γ(B2∙, ВТ), (26а)
здесь Вт — транспонированная матрица В, а сама запись показы­вает: для того чтобы найти элемент матрицы Bife, являющейся групповым произведением матриц Bi и В2, нужно в качестве ар­гументов Г взять t-тую строку матрицы В2 и fe-тый столбец Bi.Определим теперь операцию взятия обратного элемента. Если матрица В задает переход от базиса &о к b↑, то обратным эле­ментом (В)-1 естественно назвать матрицу перехода от b↑ к 
b0, т. е. (B)-1 = Bτ (27)(во избежание недоразумений следует подчеркнуть, что верхний индекс «—1» обозначает обратный элемент именно в групповом смысле, а не в смысле обычной матричной алгебры). Роль еди­
ницы выполняет матрица Во, имеющая вид (25).Введенные операции произведения и обратного элемента для совокупности нормированных базисов определяют структуру п(п+1)/2-параметрической квазигруппы с единицей [12, 79], ко­торая становится группой в случае однородных пространств, ког­да функция Г — одна и та же для всех базисов. Элементами этой квазигруппы можно считать матрицы пХп, у которых за­даются элементы Bik при с учетом и дискретных (двузнач­ных) параметров σ эти матрицы имеют размер ∏X (zz⅛l), при этом (zz⅛l)-ft столбец занимает двузначные параметры σ. Эту квази­группу, действующую на римановом пространстве Rn и обобщают щую группу Пуанкаре (см. п. 3), обозначим ^Rn и на­зовем квазигруппой Пуанкаре.

3. Случай пространства Минковского. Рассмотрим теперь, чему соответствуют введенные конструкции в пространстве Минков­ского, т. е. в спецрелятивистском пределе. С каждым базисом свяжем систему декартовых координат*:  &° — начало координат, ⅛ι,2,3 _ Концы пространственных ортов, т. е. &°= (0000), ⅛1 = (0100), &2= (0010), ⅛3=(0001). В случае пространства Минковского (как и для других однородных пространств) функция Г универсальна, 



симметрии пространственно-временного описания 159т. е. одна и та же для любого нормированного базиса. Нетрудно найти ее явный вид:
1(Р, P') = -(* ,-*" ,)' + ∑ (xi-x'i)1 = Γm(∕(P, 6); ∕(P∙,i)) =

--[√÷Σ<'∙-'"+ι>≈-'α),TΓ+
/г^О

+ 4"∑[(∕ft-∕°)∣H2, (28)
kздесь Z*=√(∙,  bk), σ= ±1, используется обозначение 

f∖pp =f(P')-f(P)-Лоренцевскому преобразованию (переходу к системе отсчета, движущейся со скоростью v вдоль оси х1) соответствует матрица
/° 1 1 1

B(b', b)= ! в11 2 2
1 1 2 0 2
\1 2 2 0

(29)

где В11 = 2(1—chψ), a ψ — известный угловой параметр ch ψ - (1 — и2)~1/2.Поскольку в общем римановом пространстве изменение поло­жения только одной точки базиса описывается матрицей вида (29), то там можно определить преобразование Лоренца, связав его с матрицей (29).Нетрудно убедиться, что произведение (26) двух матриц вида (29), порождаемое функцией (28), соответствует релятивистско­му закону сложения скоростей.В случае пространства Минковского Mn группа q^Mn изо­морфна группе Пуанкаре, поскольку преобразование как из груп­пы Пуанкаре (определяемой обычным образом), так и из q^b∖n однозначно определяется заданием нового положения трех про­странственных ортов, либо, что то же самое, начальной и конеч­ных точек этих ортов. Ясно также, что подгруппа группы q⅛PN∖n, образованная всеми преобразованиями, оставляющими неподвиж­ной одну точку базиса 6°, изоморфна однородной группе Лорен­ца. Эти обстоятельства оправдывают названия: квазигруппа Пу­анкаре q⅛PRn и квазигруппа Лоренца q2,Rn.Хотя группу Пуанкаре обычно представляют как совокупность преобразований координат, оставляющих инвариантным выраже­ние (∆s)2 = -(∆xo)2+(∆x1)2+(∆x2)2+(∆x3)2, ее с тем же правом можно представить и как совокупность преобразований коорди­нат, оставляющих инвариантным выражение (28).



IGO Глава 7. Размерность пространства-времени и
4. О пространственно-временных законах сохранения в ОТО *.  Наличие конечно-параметрической совокупности преобразований координат в римановой геометрии, казалось бы, побуждает пере­нести в ОТО связь между десятипараметрической симметрией и законами сохранения, которая в специальной теории относитель­ности осуществляется теоремой Нетер. Однако в действительно­сти для этого нет оснований. Как уже подчеркивалось, простран­ство Минковского — геометрическая основа СТО — специальный, вырожденный случай общей римановой геометрии, а в вырож­денном случае могут сливаться свойства, «расщепляющиеся» в общем случае. Декартовы системы координат в пространстве Минковского выделены сразу в двух смыслах — в геометрическом и в физическом. Глубокая физическая выделенность инерциаль­ных систем отсчета и физически вполне операциональная суть пространственно-временных координат в СТО нашли свое выра­жение в геометрической выделенности декартовых координат в пространстве Минковского. В общем римановом случае ситуация отличается принципиально. Использованные в построении квази- групповой структуры /-координаты образуют весьма специальный класс координат, о выделенности, о привилегированности кото­рого, вполне аналогичной привилегированности инерциальных систем отсчета в классической механике и в СТО, говорить нельзя.Сама по себе конечнопараметричность некоторой совокупности преобразований координат, хотя она и может быть формально «подставлена» в теорему Нетер, конечно, не может привести к подлинным законам сохранения. Если мы, например, в римано­вом пространстве зафиксируем некоторую систему координат и затем рассмотрим все системы координат, получаемые из исход­ной всевозможными преобразованиями Пуанкаре, то придем к 10-параметрическому семейству систем координат. Действие ОТО J R ]/■— g dx, инвариантное относительно произвольных гладких преобразований координат, инвариантно, конечно, и относительно преобразований внутри полученного 10-параметрического семейст­ва систем координат. Эта инвариантность в соответствии с тео­ремой Нетер формально сразу же приводит к десяти «законам сохранения». Однако ясно, что эти «законы сохранения» не имеют права на такое название.К этому следует добавить, что /-координаты, хотя и могут быть введены в пространстве Минковского, приводят к очень громоздкому выражению для метрики (28), не поддающемуся фи­зической интерпретации.
* Этот пункт появился в результате обсуждения с В. И. Денисовым.
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КРАТКИЕ ИТОГИ ГЛАВЫ 7Предлагаемый подход к симметриям в римановом пространстве основывается на следующих обстоятельствах.Трудность (или даже невозможность) введения понятия сим­метрии в общем римановом пространстве связывается иногда с тем, что в теории, основанной на римановой геометрии, все ха­рактеристики пространства-времени утрачивают абсолютный смысл и становятся динамическими элементами теории. Однако в действительности и в римановой геометрии имеется абсолютный элемент — размерность, предполагаемая одной и той же для всех точек пространства-времени.Такая размерностная однородность выражается симметрией квазигруппового характера, если размерностную структуру про­странства-времени описывать на метрическом языке. В этом опи­сании основную роль играет интервал между двумя точками про­странства-времени. При этом четырехмерная геометрия простран­ства-времени задается функцией восьми переменных, выражающей интервал между двумя произвольными (полуглобально) точками через интервалы от этих точек до четырех фиксированных (базис­ных) точек.Важный элемент развиваемого подхода — введение и исполь­зование понятия системы отсчета координат, жестко связывающе­го физическое представление о системе отсчета и математическое представление о системе координат. Это понятие дает возмож­ность использовать координатные условия, по жесткости равно­мощные ограничению инерциальными декартовыми системами от­счета координат в специальной теории относительности. Тем са­мым, появляется возможность в общем n-мерном римановом про­странстве (аналогично случаю геометрии Минковского) выделить из oo-параметрической совокупности всех систем координат 

п (n+1)/2-параметрическую совокупность стандартно устроенных систем отсчета координат.Описание размерности общего риманова пространства R'' с помощью его метрической структуры (с помощью понятия мет­рических координат) позволяет ввести квазигруппу ρ^jRn, раз­мерность которой n(n+l)∕2 точно так же связана с размерностью риманова пространства, как размерность группы Пуанкаре 3>n связана с размерностью пространства Минковского Mn. В случае пространства Минковского введенная квазигруппа просто изо­морфна группе Пуанкаре qg>M.n = ^n. Это дает возможность по- новому взглянуть на связь размерности пространства-времени с (пространственно-временными) законами сохранения энергии-им- пульса-момента в специальной теории относительности.В проведенном построении существенным является выделение из совокупности всех систем отсчета координат таких (/-коорди- 



162 Глава 7. Размерность и симметрии пространства-временинат), которые весьма специальным образом определяются метри­ческой структурой пространства. Выделенность этих координат имеет не физическое, а чисто геометрическое происхождение и этим принципиально отличается от выделенности инерциальных систем отсчета в СТО. В частности поэтому, нельзя говорить о том, что п(^+1)/2-параметрическая квазигруппа q<PRn порождает нетеровски законы сохранения энергии-импульса-момента в про­извольно искривленном пространстве-времени общей теории отно­сительности.Общая литература к главе 7: [8, 27, 44е, 92, 100, 117, 124, 139]



Глава 8
ПОНЯТИЕ РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ 

И СОВРЕМЕННАЯ ФИЗИКА

8.1. ОБ ЭВОЛЮЦИИ ВЗАИМООТНОШЕНИЙ ГЕОМЕТРИИ И ФИЗИКИРазмерность пространства-времени — одно из наиболее глу­боких понятий, используемых в геометрическом описании физи­ческой реальности. Однако математические модели пространства- времени, используемые в современной физике, вовсе не исчерпы­ваются описанием размерностной структуры. Важнейшее измене­ние в понимании геометрической структуры фундаментальных взаимодействий, происходящее в последние годы, связано с по­нятиями калибровочной симметрии и расслоенного пространства. Именно с калибровочными теориями поля сейчас связываются наибольшие надежды на построение единой теории всех фунда­ментальных взаимодействий, включая и гравитацию. В такой тео­рии должна найти свое место и планковская длина, которая, как мы видели, соответствует квантовым пределам применимости клас­сической геометрии и, в частности, классической размерностной структуры пространства-времени.* Чтобы яснее увидеть положение квантово-гравитационной дли­ны в современной теории, рассмотрим схематично эволюцию вза­имоотношений геометрии и физики в целом.Для истории этих взаимоотношений характерны две особен­ности: 1) геометрическая модель, лежащая в основе фундамен­тальных физических теорий, уже не раз обнаруживала свою не­достаточность, ограниченную применимость; 2) каждая замена, обобщение * геометрической модели пространства-времени пред­ставляла собой геометризацию некоторого фундаментального фи­зического факта.Геометрию пространства-времени в ньютоновской физике (т. е. ньютоновские представления о пространстве и времени, соединен-
* Слово «обобщение» не может в данном случае употребляться без огово­рок. В физике это понятие имеет специфический смысл. Развитие теории включа­ет в себя одновременно и обобщение и специализацию, большую гибкость (общ-' ность) отдельных компонентов теории и большую жесткость (однозначность) конструкции теории в целом. Обобщение происходит только по отношению к ко­личественным предсказаниям в конкретных задачах, а не по структуре теории. Принцип соответствия имеет довольно сложную структуру. Теоретическая фи­зика — это иерархия моделей, относящихся друг к другу более сложно, чем частный случай к общему. При этом «устаревшие» модели, как правило, не ут­рачивают практического значения и остаются в арсенале физики.



164 Глава 8. Понятие размерности пространства-времениные с принципом относительности Галилея*)  обозначим симво­лом E3×T. Ограниченность этой геометрической модели прояви­лась, как известно, в том, что в ней не смогла поместиться полная теория электромагнитного поля. Фундаментальный физический факт независимости (физически измеримой [77]) скорости света от системы отсчета означал необходимость заменить ньютонов­ские представления о пространстве и времени. Однако осознание подлинного геометрического смысла такой замены, геометризация факта постоянства скорости света произошли через два года после создания СТО. В результате появилась новая геометрическая мо­дель пространства-времени — пространство-время Минковского M3÷1. Даже Эйнштейн убедился в необходимости геометрической интерпретации СТО не сразу, а только в процессе поисков реля­тивистской теории тяготения [Визгин, 1981].Эти поиски, как известно, обнаружили ограниченность и самой геометрии Минковского. Переход к новой геометрической моде­ли — пространству-времени Эйнштейна, или к псевдоримановой геометрии R3+1, -был связан с геометризацией еще одного физи­ческого факта — независимости движения тела в гравитационном поле от свойств тела. Этот факт, известный еще Галилею, Эйн­штейн превратил в принцип эквивалентности, с помощью которого и была создана ОТО.Изменение геометрического компонента физической теории, которое, по-видимому, происходит в настоящее время, еще не за­вершено в полной мере. Это изменение, связанное с глубокими идеями калибровочной симметрии и суперсимметрии, началось в некотором смысле с шага назад, поскольку исходным пунктом для обобщения стала геометрия Минковского M3+1, но в то же время новая геометрия претендует на то, чтобы сделать два шага вперед и прийти к теории, включающей также квантовую грави­тацию, т. е. претендует на квантовое обобщение псевдоримановой геометрии R3+1 **.Геометрический аспект теории калибровочных полей представ­ляет геометрия расслоенного пространства. Схематически новая геометрическая модель выглядит следующим образом. За основу берется структура пространства-времени Минковского M3+1, одна­ко каждая мировая точка (событие) теперь характеризуется не только тремя пространственными и одной временной координата­ми, но и значением некоторого набора из N полей (М может быть различным). Тоцкой пространства-времени является, таким обра­
* Именно включение в геометрию преобразований Галилея, перемешивающих пространственные и временную координаты, позволяет не считать излишней мо­дернизацией термин «пространство-время» применительно к ньютоновской фи­зике.** Впрочем, поскольку квантовую теорию не удалось включить в рамки ОТО, говорить о шаге назад можно только применительно ко всему геометри­ческому арсеналу физики.



и современная физика 165зом, TV-мерное (внутреннее) пространство S(JV). В этом простран­стве задается некоторая группа симметрии, (калибровочные) пре­образования которой связывают физически эквивалентные ситуа­ции. Согласованность калибровочных преобразований обеспечи­вается заданием калибровочного векторного поля. Требование локально-калибровочной инвариантности теории достаточно для построения вполне определенной динамики поля [НО]. Историче­ски первым примером калибровочной симметрии (считавшейся вначале чисто формальной) была неоднозначность величины элек­тромагнитного потенциала. Геометрию калибровочной теории поля будем обозначать символом M3+1×Sw (в этом символе отражена, конечно, не вся информация о теории: не указана калибровочная группа и т. д.).На основе калибровочного подхода уже построена успешная теория электрослабых взаимодействий, разрабатывается теория сильных взаимодействий. И наконец, объединение калибровочного принципа с идеей суперсимметрии, как сейчас предполагается, должно привести к теории, объединяющей все четыре фундамен­тальных взаимодействия. Эта теория уже имеет название — су­пергравитация, хотя в настоящее время слово «супергравитация» обозначает скорее направление исследований, чем вполне опреде­ленную физическую теорию. С принятой нами геометрической точ­ки зрения наиболее существенным элементом различных вариан­тов теории супергравитации является новая геометрическая мо­дель — так называемое суперпространство. Эту геометрическую модель, объединяющую черты геометрии ОТО, т. е. R3+l, и гео­метрии расслоенных пространств M3+1×Sw, можно обозначить символом SR3+1+<jvλТочка z в суперпространстве характеризуется координатами zλ=(xm', θα), включающими и обычные пространственно-временные (бозе-) координаты xμ, μ=l, ...» 4 и антикоммутирующие (ферми-) координаты θat, где a=l, ...» 4 — спинорный индекс, а ι=l, ..., N — индекс внутренней симметрии (индексы а/ объединяют в один ∙a=l, ..., 4Λr). Итак, разные координаты точки суперпростран­ства зА = (хи, θa) подчиняются разным коммутационным соотношениям:[xμ, xv]=0, {θa, θβ }=0.Антикоммутирующие величины, образующие алгебру Грассмана, появляют­ся естественным образом при описании спинорных полей, физически соответст­вуя принципу Паули для фермионов. Свойства грассмановых чисел существенно отличаются от обычных. В частности, (θa)2 = 0, и, следовательно, всякий одно­член степени большей, чем количество образующих в алгебре Грассмана, также обращается в ноль. Однако несмотря на это удалось построить дифференциаль­ное и интегральное исчисления в грассмановом пространстве, дающие возмож­ность рассматривать бозе- и ферми-случаи вполне аналогично (Ф. А. Березин).Идея суперсимметрии позволила связывать друг с другом бозе- и ферми-по- ля. При этом естественным образом появлялись параметры полевых преобразова­ний, имеющие как коммутирующий, так и антикоммутирующий характеры. Эти 
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антикоммутирующие параметры впоследствии и превратились в 6-координаты суперпространства.Геометрическая структура может вводиться в суперпространство не одним способом. Различные варианты теории супергравитации отличаются типом гео­метрии и тем, насколько полно геометризована теория, т. е. имеются ли в тео­рии динамические переменные и соотношения негеометрического характера. Не­единственность геометрической структуры, которой может быть снабжено обыч­ное (не супер-) многообразие, известна давно. Кроме римановой геометрии, ле­жащей в основе ОТО, были построены (в частности, для целей единых теорий поля) геометрия с кручением, геометрия Вейля и др. Риманова геометрия сво­дится к метрическому тедзору g1∙⅛, который и описывает метрическую структуру и определяет закон параллельного переноса векторов. В более общих геометри­ях закон параллельного переноса задается с помощью величин (связностей), не­зависимых от gik. Вместо метрического тензора может использоваться набор из 
п (в п-мерном случае) векторных полей, образующий в каждой точке много­образия локальный репер.Сама по себе геометрия дает много возможностей для введения геометри­ческой структуры в многообразие. Это относится и к супермногообразию. С этим произволом физикам пока не удалось справиться.В качестве иллюстрации объединительных возможностей идеи суперпрост­ранства мы рассмотрим такой вариант теории, который не считается уже кон­курентоспособным, но зато устроен довольно просто, аналогично ОТО (локальная суперсимметрия в суперпространстве).Подлинно единый характер этого варианта теории состоит в том, что вся физика (и вся геометрия) в этой теории описывается одним суперполем £дП(г)— метрическим тензором суперпространстваds2=dzAg'An (z)dzτl.Все физические поля (как фермионные, так и бозонные) появляются в тео- рии следующим образом. Представим суперполе gAli (?) в виде ряда по ферми- координатам θα . Этот ряд в силу антикоммутирующего характера координат 6 содержит только конечное число членов

£дп = 5^ £дп a1.. .an W θ°tl ∙ ∙ ∙
О(все члены степени по 6, большей 4У, тождественно обращаются в ноль). Коэф­фициенты разложения W как раз и являются физическими полями (бозе-или ферми- в зависимости от четности количества спинорных индексов а).Калибровочной группой теории является группа общих преобразований ко­ординат в суперпространстве zλ = z'λ + ⅞λ (г).Условие инвариантности метрики суперпространства ds2 при таких преобразова­ниях приводит к вполне определенному закону преобразования суперполя £ЛП> Раскладывая векторное калибробочное суперполе (z) в (конечный) ряд
4Λr

оподучают все физические калибровочные преобразования W.
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Аналогично римановой геометрии ОТО метрический супертензор £ЛП по­рождает кривизну И наконец, вариационный принцип для действия

Л teΛ∏] = ∫ dz [R 4- - 2) λ],ГДе λ — суперкосмологическая константа, должен однозначно определить всю динамику теории (уже без участия негеометрических лагранжианов, как в ОТО). Подчеркнем еще раз, что даже столь схематично описанные рамки для тео­рии супергравитации отнюдь не являются общими для всех попыток построе­ния этой теории.Подведем итог сказанному с помощью схемы сменяющихся геометрических моделей (рис. 8.1):

Рис. 8.1. Эволюция физической геометрии. Тонкие линии со­ответствуют еще не пройденным в полном смысле путям

с

На схеме тонкие стрелки соответствуют предполагаемым пере­ходам, указаны также фундаментальные физические константы, полный учет которых в физической теории совпадает с переходом к новому геометрическому описанию*.  Таких констант всего три: с, G и й, именно с этими константами мы встречались в главе 5 при рассмотрении взаимоотношения физических теорий и в связи с квантовыми пределами классического геометрического описания.Бросается в глаза асимметрия приведенной схемы: константы 
G и ħ употреблены в ней дважды, а с — только один раз. Сим-* Пояснения требует, пожалуй, только константа ħ на пути от M3+l к M3+1×S(λT С математической точки зрения для этого перехода не нужны ни­какие физические константы (как, впрочем, и для перехода от M3+1 к R3+1). Однако главная физическая причина перехода к программе калибровочных тео­рий поля состояла в перенормируемости таких теорий. Перенормируемость же — это явно A-свойство. В настоящее время перенормируемость многими считает­ся лишь формальным свойством (не сопоставимым с физическими фактами по­стоянства скорости света и равенства инертной и гравитационной масс). Однако беспрецедентная точность, с которой выполняются предсказания квантовой элект­родинамики (первой калибровочной, перенормируемой теории), успехи других калибровочных теорий побуждают думать, что перенормируемость — это по меньшей мере псевдоним какого-то глубокого физического принципа (калибро­вочной симметрии?).



168 Глава 8. Понятие размерности пространства-времениметрик) можно обрести с помощью схематического изображения «пространства фундаментальных физических теорий в cG⅛-cπcτe- ме координат», так называемого куба теорий [Зельманов, 1967]. Эта схема получается следующим образом. Каждой фундамен­тальной физической теории * сопоставим точку в некотором трех­мерном пространстве, по трем координатным осям которого от­ложены «значения» констант c~1, G и й. Если какая-то из этих констант в теории вообще не учитывается, будем считать, что со­ответствующая координата теории равна нулю; если константа учтена полностью, координата равна единице; промежуточные по-
Рис. 8.2. «Пространство» физических теорий в сбй-системе координат. НТТ — ньюто­новская теория тяготения, СТО — специаль­ная теория относительности. КМ — кван­товая механика, ОТО — о%бщая теория от­носительности, СРКТ — сцециально-реляти- вистская квантовая теория поля, ОРКТ — общерелятивистская квантовая теория (Għ- вершине куба только теоретически соответ­ствует нетривиальная область определе­ния)

ложения занимают «полуклассические» тёории, в которых кон­станта учитывается приближенно.Таким образом, теория с координатами (0,0,0) — это класси­ческая механика, (Ос-1, 1G, ОЙ) — ньютоновская теория гравита­ции, (lc-1, 0G, ОЙ) — СТО, (lc-1, 1G, ОЙ) — ОТО и т. д. (рис. 8.2). Можно также называть ньютоновскую теорию гравитации G-тео­рией, квантовую механику — й-теорией; СТО — с-теорией; ОТО — cG-теорией; спецрелятивистскую квантовую теорию (СРКТ) — сй-теорией; квантовую теорию гравитации, которая сейчас счи­тается совпадающей с общей релятивистской квантовой теорией (ОРКТ), можно назвать cGft-τeopπeft. В этом трехмерном cGħ- представлении пространства физических теорий легко увидеть и схему сменяющихся геометрических моделей, изображенную на рис. 8.1, се образуют ребра куба, соединяющие вершины (0,0,0), (c-1, 0,0), (c-1, G,0), (c-1,0, й) и (c-1, G,ft).Описанная cGft-cτpyκτypa теоретической физики содержит и соображения Гамова, Иваненко, Ландау [1928] о выделенном по­ложении констант с, G, Й (см. § 5.6) и размышления Бронштейна * Фундаментальной естественно называть теорию, не являющуюся част­ным случаем какой-либо другой теории. Например, теория атома — частный случай квантовой механики, но классическая механика не является частным слу­чаем квантовой механики или СТО (их взаимоотношение, имеющее предельный характер, устроено более сложно, см. также сноску в начале этой главы).



и современная физика 169об отношении физических теорий друг к другу и к космологиче­ской теории (см. § 5.3 и рис. 5.1). То обстоятельство, что на схе­ме истории физической геометрии появились константы с, G, Й, имеет прямое отношение к вопросу о пределах геометрического описания. На пути превращения тонких линий схемы рис. 8.1 в толстые стоит проблема, серьезность которой не вполне осозна­ется современной физикой. Эта проблема порождается квантовы­ми границами применимости ОТО, которые в то же время являют­ся гравитационными границами применимости спецрелятивистской квантовой теории; можно говорить о Й-границах для cG-теории и о G-границах для сй-теории. Такие границы, как мы видели г гл. 5, впервые обнаружил М. П. Бронштейн еще в 1935 г. За про шедшие полвека выводу, к которому пришел Бронштейн, был; придана более современная и более определенная форма, но пс существу он полностью сохранил свою силу и даже (при учете ситуации в современной теоретической физике) приобрел особую актуальность.Наличие таких сОЙ-границ, которым соответствуют вполне оп­ределенные — планковские (см. гл. 5) — значения характерных физических величин не только чрезвычайно важно для передовых областей физики (космологии и физики элементарных частиц), но и ставит под сомнение достижение синтеза .общерелятивист’ ских и квантовых идей на основе только уже известных теорети­ческих конструкций. На нынешнем этапе развития супергравита­ции (наиболее вероятного, с современной точки зрения, кандидата на роль сОЙ-теории) вопрос о сбй-границах пока остается в тени, однако нет сомнений, что действительная сОЙ-теория одним из своих следствий должна дать исчерпывающий ответ на этот воп­рос. Рассмотрение сменяющих друг друга геометрических моде­лей «одного и того же» физического‘пространства-времени демон­стрирует удивительную живучесть геометрии: обнаружение пре­делов применимости одного геометрического описания преодоле­валось в другом, более общем, а точнее, более глубоком геометрическом описании физической реальности. Это могущество геометрии позволяет надеяться, что и cGft-τeopππ будет построе­на на основе геометрии — сОЙ-геометрии.Чем объясняется такое могущество геометрии? Этот вопрос, конечно, является лишь частью более общего вопроса о «непости­жимой эффективности математики» в физике [Вигнер, 1971], но все же частью очень специфической. Трудно не прийти к выводу, что могущество геометрии в физике отражает некую объективную особенность устройства материального мира, пространственно-вре­менной характер его структуры. Однако взаимоотношение геомет­рии и физики, каким оно видится сейчас при рассмотрении эво­люции теоретической физики в «с(эй-системе координат», оказы­вается не очень простым.С одной стороны, в физике находят применение все более 



170 Глава 8. Понятие размерности пространства-временисложные геометрические модели. Но, с другой стороны, сама фи­зическая геометрия все более впитывает в себя физику.По отношению к евклидовой геометрии легко могла возник­нуть иллюзия, что это — порождение «чистого разума», не зави­сящее от негеометрической физической реальности. Но геометрия Минковского, впитавшая в себя чисто физический (во всяком слу­чае для начала 20 в.) факт постоянства скорости света, уже мог­ла рассматриваться по меньшей мере как геометрическая часть физической реальности. Переход к римановой геометрии ОТО, впитавшей в себя еще один физический факт (в форме принципа эквивалентности), лишил возможности считать геометрию отдель­ным компонентом физической реальности, геометрию скорее сле­довало сопоставить определенной проекции реальности. При этом сами геометрические понятия не могли даже быть физически ос­мыслены в отрыве от негеометрического компонента теории (гео­дезическая — свободное движение пробной частицы и т. п.). Пе­реход от пространства Минковского к расслоенному пространству калибровочных теорий заменил понятие точки пространства-вре­мени («не имеющей частей») на внутреннее пространство, описы­вающее состояние физического поля, динамика которого на фоне геометрии M3+1 и должна давать физику. И наконец, если супер­гравитация действительно станет cG⅛-τeopπeft, то возможно, что понятие пространственно-временных координат и физических по­лей перестанут отличаться принципиальным образом [138], и тогда можно будет сказать, что геометрическое описание имеет физиче­ские пределы только потому, что физическое описание имеет гео­метрические пределы.Однако в последнее время в физике появился еще более силь­ный прогноз. Как мы видели, в cG⅛-κy6e непокоренной осталась только одна вершина — (c-1, G, й). И считается вполне возмож­ным, что объединение всех четырех фундаментальных взаимодей­ствий (с точки зрения cG⅛-cxeMbi — освоение вершины (c-1, G, й)) окажется последним значительным событием в истории фундамен­тальной теоретической физики *.Такой прогноз развития взаимоотношений между физикой и геометрией обладает, возможно, лишь одним недостатком — он слишком однозначен. Несомненно только то, что построение cGħ- теории открыло бы совершенно новую панораму физической ре­альности.Какую же роль может сыграть понятие размерности в пред­стоящих изменениях физической картины мира? О важности этого понятия говорит уже то, что 3-f-l-мерность уцелела во всех ради­кальных перестройках физической геометрии. Однако само по 
* Один из выдающихся современных физиков, который обсуждает такую воз­можность, явно упоминает при этом грандиозный провал подобного прогноза конца прошлого века [Хокинг, 1981].



и современная физика 171себе это не означает, что размерности и впредь суждено оставать­ся на недосягаемой высоте. Многое в современной физической ситуации говорив о том, что размерность может сыграть конст­руктивную роль в развитии физической теории. В оглавлениях физических журналов гораздо чаще, чем в недавнем прошлом, встречается слово «размерность»: изучаются модельные варианты теории поля в пространстве различной размерности и зависимость- свойств этих моделей от значения размерности; используется по­нятие струн (т. e. 1-мерных объектов) в теории сильных взаимо­действий; возобновились на новой основе попытки использовать- 3+1+&-мерную геометрию (типа Калуцы — Клейна) [69] и даже в рамках ортодоксальной теории перенормировок появился метод размерной, регуляризации [ИО].Появились и более существенные, во всяком случае более об­щие, основания. В физической геометрии калибровочных теорий поля объединяются пространство-время и внутреннее (калибро­вочное) пространство, в супергравитации устанавливается связь четырех пространственно-временных координат и N координат пространства внутренних симметрий. В результате не только воз­никает вопрос о связи чисел N и 3+1. Появляется также возмож­ность рассматривать пространственно-временные и полевые пере­менные единым образом, так, чтобы разделение этих переменных имело не абсолютный характер («пространственно-полевая демо­кратия» [Шварц, 1980]). Тем самым можно было бы ожидать ди­намически нетривиального поведения размерности физического пространства-времени. Ведь для калибровочных теорий характер­но как раз такое нетривиальное поведение: спонтанное нарушение симметрии может снабдить массой изначально безмассовые поля, интенсивность взаимодействия может убывать при сближении час­тиц и т. д. О возможности нетривиального поведения размерности, сопряженного с механизмом спонтанного нарушения симметрии, речь будет идти в § 8.4 при рассмотрении ранних квантово-гра­витационных стадий эволюции Вселенной, когда становится неиз­бежным учет теории элементарных частиц.
8.2. О ВЫДЕЛЕННОСТИ ЗНАЧЕНИЯ РАЗМЕРНОСТИ, РАВНОГО 3 + 1Эренфестовский анализ превратил трехмерность пространства в физический факт. Однако уже само физическое обоснование этого факта, как мы видели, предполагает выход за рамки трех­мерности. Чтобы сравнить с экспериментом значение размерности и обосновать трехмерность пространства, нужно рассматривать 

различные значения размерности. Всякое исследование, подобное эренфестовскому, может дать физические свидетельства трехмер­ности как экспериментального факта, но как мы видели, свиде­тельства довольно разнородные: свойства планетной системы, спектр водорода, выполнимость принципа Гюйгенса. В то же вре­



172 Глава 8. Понятие размерности пространства-временимя факт трехмерности — как один из самых фундаментальных физических фактов — вызывает стремление теоретически осмыс­лить выделенное положение трехмерности.Почему именно три измерения? Этот вопрос сам по себе на­ходится вне физики (в современном ее понимании), хотя, как мы видели в первых главах, именно этот «ненаучный» вопрос не раз привлекал внимание выдающихся ученых. В настоящее время в физике существует несколько отношений к этому вопросу, не­сколько его расшифровок.Рассматривая существующие точки зрения, нам придется вый­ти далеко за рамки обычных естественнонаучных ограничений на характер обсуждаемых вопросов и иметь дело с преднаучными, или метафизическими (в исходном смысле этого слова), установ­ками. Эти установки опираются на предположения, касающиеся по существу конечного (!) состояния физической науки. И не­смотря на то, что будущая окончательная физики представляется очень по-разному, уровень спекулятивности, характерный для та­ких предположений, примерно одинаков и не имеет аналогов в современной физике.1. Самое, пожалуй, распространенное отношение к вопросу «Почему именно три?» состоит в том, что этот вопрос объявляется совершенно нефизическим, поскольку трехмерность пространст­ва — одно из наиболее фундаментальных положений в физике, аксиома для физической картины мира и, как и всякая аксиома, не подлежит дальнейшему анализу.2. Вторая точка зрения подчинена идеалу Единой теории. В соответствии с этим идеалом физик может полностью удовлет­вориться только такой теорией, в которой нет, так сказать, сво­бодных параметров. В такой теории, в частности, должны быть получены все безразмерные константы, характеризующие физи­ческий мир. Размерность пространства может рассматриваться как одна из таких величин *.  Сейчас уже ясно, что от теории следует требовать не просто однозначную, универсальную и неза­висящую от условий структуру физической реальности, а скорее структуру структур, иерархическую структуру взаимодействий, нарушаемых и восстанавливаемых симметрий. Поэтому вовсе не обязательно, чтобы такая теория давала для размерности только одно числовое значение, имеющее некий абсолютный смысл, а не сложное динамическое поведение. Однако трехмерность простран­ства в определенном диапазоне физических явлений все равно должна быть результатом теории. Более того, теория должна в некотором смысле доказать единственность такого значения; речь * Здесь и в дальнейшем мы для определенности будем говорить о фунда­ментальных константах (относя к ним и размерность пространства-времени). Ясно, однако, что фундаментальные константы не исчерпывают структуру физики, хотя к фундаментальным константам можно отнести и такие величины, как по­рядок высшей производной в лагранжиане или количество кварков.



и современная физика 173идет по существу о единственности системы аксиом, фиксируемой не на эмпирическом, а на теоретическом уровне.Именно такой точки зрения придерживался Эйнштейн:«Скорость света с является одной из величин, входящих в физические уравнения в качестве «универсальной константы». Однако если взять за единицу времени вместо секунды то время, за которое свет проходит 1 см,- то с больше не будет входить в уравнения. В этом смысле можно было бы сказать, что константа 
с лишь кажется универсальной константой.Очевидно и всеми принято, что можно было бы исключить из физики еще две универсальные константы, вводя вместо грам­ма и сантиметра надлежащим образом выбранные «естественные» единицы (например, массу и радиус электрона).Если представить себе это выполненным, то в основные урав­нения физики могли бы входить только «безразмерные» констан­ты. Относительно этих последних мне хотелось бы высказать утверждение, которое в настоящее время нельзя основать ни на чем другом, кроме веры в простоту, т. е. понятность природы: 
произвольных констант такого рода не существует. Иначе говоря, природа устроена так, что можно логически установить настолько сильные законы, что в этих законах будут только рационально полностью определенные константы (а не константы, численную величину которых можно было бы менять, не разрушая теорию)» [141, т. 4, с.'281] (перевод уточнен).3. Еще одна возможность, обсуждаемая в настоящее время — 
случайное происхождение по крайней мере некоторых элементов структуры физического мира. Имеется в виду, что может быть выделено некоторое количество безразмерных (подлинно незави­
симых) констант, которое никакой теорией не сможет быть умень­шено. Эти константы должны рассматриваться как своеобразные параметры физического мира, они могли бы, вообще говоря, иметь другие значения и только случайно оказались такими, какие они есть [Уилер, 1977; Гуревич, 1975; Розенталь, 1980]. Курсивом здесь выделены слова, которым (пока?) не удалось придать ка­кой-то определенный научный (т. е. связанный с эмпирической проверкой хотя бы принципиально) смысл.Таковы три основные позиции по отношению к факту трехмер­ности.Рассмотрение фундаментальных констант как свободных пара­метров заставляет, вспомнить идею Лейбница о возможных мирах, доведенную Кантом до утверждений: «В подлинно метафизиче­ском смысле представляется истинным, что может существовать более чем один мир»; «В действительности вполне возможно, что Бог создал многие миллионы миров, понимаемых в чйсто метафи­зическом смысле». При этом Кант считал вполне возможным, что­бы «некоторая вещь действительно существовала, но тем не менее нигде во всем мире не находилась», возможность существования 



174 Глава 8. Понятие размерности пространства-временимножества миров он сводил фактически к мирам с различными числами измерений. Сам же Лейбниц считал, что все возможные миры существуют только для Бога и «не были призваны все к бытию»; к бытию был призван только один из них — наилучший мир, ставший (в результате решения Богом некой задачи на эк­стремум) действительным миром.Такие теологические построения способны привести в ужас современного физика * и, конечно, не они сами по себе привели к предположению о случайном происхождении значений фундамен­тальных констант. Главной причиной возрождения идеи возмож­ных миров, уходящей в глубь веков, стала совокупность вполне конкретных (вычислительных!) результатов, объединяемых сейчас под названием «антропический принцип». Это название отражает антропоцентрическую точку зрения, которая, также после много­векового забвения, неожиданно вернулась в физику, хотя, разу­меется, на совершенно новом уровне. Работы антропического на­правления привлекают в последнее время значительное внимание [Карр, Рис, 1979; Розенталь, 1980]. В этих работах исследуется чувствительность характерных особенностей физического мира (в частности, существование связанных систем) к значениям фун­даментальных констант (в том числе п величин, относимых в настоящее время к начальным космологическим условиям).Название «антропический принцип» связано с тем, что наи­большие ограничения на диапазон возможных значений фунда­ментальных констант дает сам факт существования такой высо­коорганизованной системы, как Человек. При этом предполагает­ся, что известные условия возникновения жизни на Земле и ее развития до таких сложных форм, как Человек (продолжитель­ность биоэволюции, химический состав и другие планетные усло­вия), имеют необходимый характер; хотя, конечно, в действитель­ности современное состояние грандиозных биологических проблем возникновения жизни и разума не дает бесспорных свидетельств в пользу такого предположения (но, впрочем, и не свидетельст­вует против него).Известно несколько кратких и выразительных формулировок, резюмирующих антропический принцип в виде ответа на вопрос: 
* Напомним замечание Гейзенберга, сделанное в 1930 г. в связи с обсужде­нием понятийного аппарата квантовой механики: «Здесь нужно вспомнить, что человеческий язык допускает, вообще, образование предложений, из которых нельзя вывести никаких следствий и которые поэтому, в сущности, совершенно бессодержательны, хотя и дают своего рода наглядное представление. Так, на­пример, утверждение, что наряду с нашим миром существует еще второй, с ко­торым, однако, невозможна принципиально никакая связь, не приводит ни к какому следствию; несмотря на это, в нашей фантазии возникает при та­ком утверждении некоторая картина. Вполне понятно, что такое утверждение не может быть ни доказано, ни опровергнуто. Особенно осторожно нужно упот­реблять выражение «в действительности», так как оно легко приводит к такого, рода утверждениям» [37, с. 17].



и современная физика 175«Почему наш мир таков, как он есть?». Например, «Потому что этот мир наш», или «Потому что только в таком мире могло поя­виться существо, у которого возник сам вопрос» (разумеется, крат­кость этих формулировок достигается за счет точности). Другими словами, предлагается считать, что поиски ответа на вопрос, по­чему наше пространство трехмерно, не более (но и не менее) ос­мысленны, чем поиски ответа на вопрос, почему наше Солнце — звезда именно такого типа (а не белый карлик, например). Ответ на второй вопрос, очевидно, заключается в том, что белый карлик не обеспечил бы условий, необходимых для возникновения циви­лизации, в которой мог бы возникнуть сам вопрос. Подобные ар­гументы выдвигаются по поводу и других фундаментальных кон­стант [Рис, Руффини, Уилер, 1977, с. 324, 350].Антропоцентризм 80-х годов 20 в. радикально отличается от антропоцентризма древних и от его остатков в виде геоцентризма средних веков. Раньше антропоцентризм был следствием скудости знаний о мире. Сейчас он, скорее, связан с избытком сведений о мире, которые не удается полностью объединить теоретическим построением, если не учитывать важнейшее гносеологическое об­стоятельство: этот эволюционирующий мир изучается Человеком, являющимся одним из результатов этого же мира *.  Поэтому ус­ловия, в которых оказался Человек, предполагают возможность эволюционного процесса, приводящего к появлению Человека. Ко­нечно, подлинный учет указанного гносеологического обстоятель­ства предполагает наличие теории возникновения жизни и разума, которой пока, как известно, нет. Поэтому и приходится единствен­ный известный случай возникновения жизни и разума абсолюти­зировать (наиболее существенное значение имеет химический со­став вещества во Вселенной и достаточно длительный срс-к био­логической эволюции (~109 лет)).Антропоцентрическая точка зрения в науке нового времени долгое время считалась несовместимой с самим научным методом; вспомним, например, явно антиантропоцентрическую позицию Планка (см. § 5.1). Однако примерно в то же время, когда Планк провозглашал эту позицию, в физику проникла антропоцентриче­ская по сути идея — флуктуационная гипотеза Больцмана, пред­назначавшаяся для решения проблемы тепловой смерти Вселен­ной. Именно при обсуждении гипотезы Больцмана появились пер­вые явно антропоцентрические формулировки, например: «...осу­ществление наблюдаемой нами гигантской флуктуации (в объеме 
* Гносеологический характер этого обстоятельства очевиден. Речь идет о том, что взаимоотношение познающего субъекта и познаваемого объекта, ко­торое часто ограничивают только познавательными аспектами, на самом ’деле должно включать и генетический аспект: «участие» самого объекта в возникно­вении субъекта со всеми его познавательными интересами и возможностями. Ант- ропический принцип по существу подчеркивает необходимость учета этого об­стоятельства в ситуации, когда объектом становится Вселенная в целом.



176 Глава 8. Понятие размерности пространства-временине меньшем, чем вся известная часть Вселенной) необходимо для появления живых существ, наблюдающих развертывающуюся пе­ред ними картину мира» [Зельманов, 1948] (для точности следует указать, что в приведенной фразе многоточие поставлено вместо слов «эти соображения показывают ошибочность обычного рас­суждения о том, что»*).  На фундаментальное значение антропи- ческого принципа указал в 1958 г. Г. М. Идлис, статья которого так и называлась «Основные черты наблюдаемой астрономической вселенной как характерные свойства обитаемой космической си­стемы» [57а].К настоящему времени антропическую интерпретацию получи­ли многие необъяснимые «случайные» совпадения физических ве­личин [59, 102в]. Однако следует отметить, что, по-видимому, первой величиной, получившей конкретную антропическую интер­претацию, была трехмерность пространства [Уитроу, 1955]. Зна­чения размерности, большие трех, отвергаются в этой работе тем, что они не обеспечивают устойчивость планетной орбиты (см. гл. 4), т. е. не обеспечивают «спокойных» условий для био­логической эволюции. Размерность и = 2 отвергается, поскольку, по мнению Уитроу, высшие формы живого характеризует нали­чие... пищеварительного канала, а в 2-мерном случае такое устрой­ство организма привело бы к его разделению на две части. Такое объяснение предъявляет серьезные требования к чувству юмора читателя и вызывает сомнения в фантазии автора. Но в данном случае важно, куда направлено объяснение, а не его «абсолютная величина». Впрочем, впоследствии было придумано и другое объ­яснение того, что в 2-мерном пространстве не могут существовать разумные вещества, способные задуматься над проблемой размер­ности: двумерный мозг не может быть устроен достаточно сложно, 
* Речь идет о соображениях, направленных на то, чтобы показать относи­тельную невероятность флуктуации в масштабах наблюдаемой Вселенной (~1027 см) по сравнению с флуктуацией в масштабах солнечной системы (~1016 см), якобы достаточной для существования человека. Считая вероят­ность флуктуации обратно пропорциональной ее объему, получим величину (1016)3∕(1027)3~ 10-33 [Бронштейн, Ландау, 1933; Ландау, Лифшиц, 1976, с. 46]. Однако даже если не говорить о необходимости использовать релятиви­стскую теорию гравитации в космологической задаче, в этих рассуждениях есть существенный изъян. Считать достаточной флуктуацию в масштабах солнечной системы — это значит считать, что события, происходящие вне этой области, не имеют никакого значения для существования Человека. Ясно, что вероятность флуктуации, состоящей в появлении человека (и окружающей его живой при­роды) сразу в готовом виде, отличается от вероятности простейшей флуктуации, способной стать началом, эволюционной цепи, множителем, несравненно меньшим, чем 10-33. Поэтому, надо- позаботиться о «спокойной жизни» для эволюции в течение достаточно длительного времени Г; значит, нужно побеспокоиться о до­статочно спокойном окружении солнечной системы на расстоянии сТ. Для эво­люции, длящейся (как на Земле) ~109 лет, как раз и получается область раз­мерами порядка наблюдаемой Вселенной.



и современная физика 177поскольку отдельные нейтроны могут быть связаны («одномерны­ми» отростками) только со своими соседями, в то время как в 3-мерном случае такого ограничения нет. (Это — проявление глу­бокого математического факта: любое n-мерное множество может быть размещено в 2nψl-мерном евклидовом пространстве E2'1+1 [46].)Казалось бы, в подобных рассуждениях уровень спекулятив­ности ничем не ограничен. Мы не только не знаем, как может быть устроено n-мерное разумное существо, но и очень немногое знаем о 3-мерном разумном или даже просто живом существе, какие же основания есть для предположений о n-мерной нервной системе и т. п.? Здесь мы подходим к важному моменту, который частично уже затрагивался в гл. 4 при обсуждении вопроса, что можно понимать под физикой в n-мерном пространстве. Чтобы избежать осложнений, связанных с отсутствием общей (3-мерной) теории жизни и разума и с особым характером такой фундамен- тальнойшеличины как размерность, возьмем какое-нибудь конкрет­ное проявление чувствительности физических свойств нашего ми­ра к величине обычной фундаментальной константы.Когда говорят, например, что изменение величины элементар­ного электрического заряда е привело бы к невозможности суще­ствования стабильных атомов [102в], то при этом имеют в виду, что при изменении е не меняются не только все другие константы, но и сам вид физических законов: уравнение Шредингера, законы электромагнетизма и т. д. Рассматриваются, таким образом, не всевозможные миры, а все возможные миры, в которых действует принцип наименьшего действия bfLdx = Q, лагранжианы квад­ратичны ∆ = φ,tq√ и т. п. Такое предположение может оправды­ваться тем, что иначе терялась бы твердая почва для подобных рассмотрений. Однако ситуация, возникающая при реализации эренфестовского подхода к размерности (§ 4.2), существенно от­личается тем, что здесь речь идет о размерности нашего, действи­тельного мира. Поэтому предположения о квадратичности лагран­жиана, о «ньютоновости» законов движения и т. д. здесь являются экстраполяцией законов (формулировка которых может быть сде­лана независящей от конкретного значения размерности) за пре­делы эмпирически проверенной области. Но, конечно, и здесь принцип «сохранить все то, что можно сохранить», является пред­положением.Как уже говорилось, физические соображения «антропоцентри­ческого» характера послужили основанием для идеи о «случай­ном» происхождении фундаментальных констант (в том числе размерности), т. е. третьей из позиций, перечисленных в начале параграфа. Однако не следует думать, что между этими вещами существует органическая связь. В действительности сторонник идеала Единой теории, не выходя за рамки своего идеала, может 



178 Глава 8. Понятие размерности пространства-времениинтерпретировать антропические соображения как закономерность появления жизни и разума, содержащуюся в подлинно единой теории. У этого представления и у представления о «биологиче­ском отборе» констант [119в] одно и то же слабое место — отсут­ствие теории возникновения жизни и разума. Как мы видим, от прогресса в биологии оказались зависящими фундаментальные физические вопросы, которые без такого прогресса так и останут­ся метафизическими.Теперь обратимся к точке зрения на фундаментальные кон­станты, порождаемой идеалом Единой теории. Антропические со­ображения здесь, как уже говорилось, могут быть только следст­вием теории. Поэтому размерность пространства-времени должна определяться исходными постулатами Единой теории. Можно бы­ло бы предположить, что само утверждение о 3+1-мерности про­странства-времени должно быть одним из постулатов. Однако, не­смотря на постулативный характер 3+1-мерности в современной физике, такое предположение кажется не очень вероятным.Во-первых, утверждение о 3+1-мерности в современной физи­ке неотделимо от классической непрерывной модели пространст­ва-времени; в то же время различные соображения свидетельст­вуют о принципиальной (квантово-гравитационной) ограниченно­сти этой модели (см. гл. 5). В частности, квантово-гравитационные рассуждения приводят к выводам о флуктуациях метрической и топологической структур пространства-времени в планковских масштабах; в результате появляется предположение, что «само понятие размерности может потерять всякий смысл в планковской шкале расстояний» [Мизнер, Торн, Уилер, 1977, с. 40]. Это озна­чает по существу, что понятие размерности должно быть заменено более глубоким понятием, которое только в некотором пределе описывает размерность пространства-времени.Во-вторых, тенденции развития современных теорий в физике элементарных частиц, как уже говорилось в предыдущем пара­графе, состоят в геометризации фундаментальных взаимодействий и (в соответствии с программой еуперобъединения) в дальнейшей «динамизации» геометрии. Такие тенденции делают также веро­ятной динамизаций размерностной структуры пространства-вре­мени.Однако и в случае, если размерность действительно ожидает такой теоретический удел, все равно останется проблема выделен- ности конкретного значения размерности, равного 3+1.В рамках предполагаемой Единой теории 3+ 1-мерность долж­на быть в конце концов сведена к какому-то математическому свойству 3+1-мерности. Однако поиски чисто математической вы- деленности 3+1-мерности вне рамок какой-то физической теории не могут сами по себе привести к цели. Указанные Эренфестом особенности 3-мерности могли быть, конечно, сформулированы только в математических терминах, однако они допускали физи­



и современная физика 17?ческую интерпретацию и использовались для сопоставления с ре­ально наблюдаемыми свойствами физической реальности. Только одну особенность — равенство количества трансляций и количе­ства поворотов в Е3— Эренфест не интерпретировал физически в статье 1917 г., и, кстати говоря, в статье 1920 г. об этом «дуа­лизме» он уже не упоминает.Трудность состоит, конечно, не в том, какой из многочислен­ных и разнородных математических фактов, выделяющих 3+1- мерность, выбрать. На самом деле для любого значения размер­ности можно подобрать выделяющие его математические факты. Таким образом, в соответствии с идеалом Единой теории выде- ленность 3+1-мерности может быть объяснена только в рамках самой физической теории.Таковы известные сейчас основные две теоретические (точнее сказать, метатеоретические) позиции по отношению к факту 3+1- мерности пространства-В(ремени — «антропический принцип» и «Единая теория». Эти позиции выходят далеко за пределы физики как эмпирической науки и этим радикально отличаются от эрен- фестовского подхода (см. гл. 4).Конструктивный характер эренфестовского подхода состоит в поиске конкретных свидетельств трехмерности пространства. Каж­дое такое конкретное свидетельство по необходимости должно быть привязано к определенному диапазону физических явлений. Сам по себе эренфестовский подход не может дать ответа на вопрос о выделенности значения размерности, равного трем, од­нако только исследования, проводимые в рамках этого подхода, могут дать реальные основания для «объяснения» трехмерности. Если, скажем, область трехмерности будет все больше расши­ряться, го придется признать постулативный характер факта трех­мерности. Если же обнаружится неабсолютный характер трехмер­ности, то теории придется объяснить, - почему в том диапазоне физических явлений, который вместе с макроскопическими явле­ниями включает, как показал Эренфест, явления астрономических и атомных масштабов, размерность становится равной трем. Сле­дует подчеркнуть, что с точки зрения современной физики путь таких исследований не уходит в бесконечность, а упирается в об­ласть квантово-гравитационных явлений (см. § 8.1).
8.3. ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СОСТОЯНИЯ ВЕЩЕСТВА 

И КОСМОЛОГИЯ РАННЕЙ ВСЕЛЕННОЙЧетырехмерность пространства-времени является одной из ос­новных геометрических предпосылок для фундаментальных физи­ческих теорий, определяя, как показал еще Эренфест, характер­ные свойства физических систем. Однако обоснованность факта 3+1-мерности, как и всякого физического факта, связана с опре­



180 Глава 8. Понятие размерности пространства-времениделенным, неизбежно ограниченным диапазоном физических яв­лений. В то же время наиболее глубокие проблемы авангардных областей физики — физики элементарных частиц и космологии, или микрофизики й мегафизики — имеют дело с границами при­менимости существующих физических теорий.Несмотря на то что микрофизика и мегафизика изучают экс­тремальные состояния вещества в противоположных, казалось бы, направлениях, они приходят к одной и той же по существу обла­сти — квантовой гравитации. Планковские величины, характери­зующие область квантово-гравитационных явлений, фигурируют сейчас и в физике элементарных частиц и в космологии ранней Вселенной. Таким образом, геометрия «пространства физических теорий» оказывается неевклидовой: двигаясь в противоположных направлениях, физика попадает в одну и ту же область. Этот факт вполне осознан современной наукой, что проявляется, в ча­стности, в признании принципиальной недостаточности земной ла­бораторной физики, сама Вселенная превращается в лабораторию физики элементарных частиц [Окунь, 1981].Конечно, нет полного совпадения задач микрофизики и мега­физики, и поэтому имеются два пути к экстремальным физическим состояниям. А поскольку обсуждать возможность отклонения раз­мерности от трех можно только по отношению к экстремальным физическим ситуациям, то приходится выбрать один из этих двух путей. Мы выберем космологию. Во-первых, есть серьезные осно­вания считать, что подлинное решение таких проблем, как круп­номасштабная изотропия и галактическая структура Вселенной, - происхождение реликтового, излучения и удельной энтропии, мо­жет быть достигнуто только при учете процессов, характерных для квантово-гравитационной космологии. Кроме того, в космоло­гической задаче можно привлечь предположение о высокой сим­метрии (однородность, изотропность).Из общих соображений следует, что состояние вещества, про­странства и времени в квантово-гравитационную эру могло суще­ственно отличаться от обычного. При этом говорят о флуктуациях метрики, топологии, об изменении самого характера пространст­венно-временных отношений [86]. В связи с этим анализ размер­ности как одного из наиболее общих, но в то же время количест­
венно выражаемого свойства пространства-времени может открыть совершенно новые возможности для решения фундаментальных космологических проблем. Попытку в этом направлении предпри­нял английский астрофизик В. Сасло, предложивший необычное решение фундаментальной проблемы горизонта, связанной с ин­терпретацией крупномасштабной однородности Вселенной. Сасло обратил внимание на то, что предположение о двумерности про­странства в ранней Вселенной снимало бы саму проблему. Однако прежде чем обратиться к этой идее, рассмотрим вопрос об урав­нении состояния в ранней Вселенной и о естественных единицах 
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1. Происхождение реликтового излучения и квантово-гравита­

ционная космология [45]. Происхождение реликтового излучения является одной из проблем, решение 'которых должно быть достиг­нуто на базе квантово-гравитационной космологии. Поэтому про­движение в понимании реликтового излучения, и прежде всего его теплового спектра, должно сопутствовать продвижению в кван­товой гравитации. Наибольшим за последние годы достижением в объединении общерелятивистских и квантовых конструкций стал обнаруженный С. Хокингом эффект «квантового испарения» чер­ной дыры [130].Тот факт, что черная дыра излучает поток частиц с тепловым спектром, дает возможность усмотреть аналогию между рожде­нием частиц черной дыры и рождением частиц в нестационарной Вселенной. Разумеется, статическая геометрия неоднородного про­странства с черной дырой и однородная, но нестатическая геомет­рия Вселенной существенно различны. Однако если рождение частиц связано с изменением инвариантов кривизны, то рождаю­щиеся частицы «не должны знать», из-за чего они рождаются: из-за изменения кривизны по пространственным координатам или из-за ее изменения во времени.Рассмотрим однородную изотропную космологическую модель с пылеобразным веществом. Поскольку в ОТО (как и в ньютонов­ской теории тяготения) сферически-симметричное распределение пылеобразного вещества вне некоторой сферы не влияет на пове­дение вещества внутри этой сферы [52], то физические процессы внутри сферы должны быть вполне аналогичны (с точностью до обращения знака времени) коллапсу сферически-симметричного облака.Будем считать, что эта аналогия остается справедливой и для процессов квантово-гравитационной космологии. Состоянию Все­ленной в момент времени /, когда ее плотность равна ρ(∕), сопо­ставим состояние черной дыры с той же, условно говоря, плотно­стью, т. е. черной дыры с массой М и гравитационным радиусом 
rg≡≡2GM∕c2, подчиняющимися условиюr^2∕2G≡Λf = ‰∕√p. (1)Отсюда следует, что rg-(3c2∕8πGp)V2. (2)Речь идет о сфере радиуса rg, вырезанной в однородной Вселен­ной с плотностью р(/); предполагаемое здесь евклидово выраже­ние для объема сферы V = 4∕3πr3 становится асимптотически точ­ным при r→0, или, в силу (2), при p→-∞, т. е. вблизи «начала» (которое нас в основном и интересует).Будем исходить из следующей гипотезы:
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расширяющаяся Вселенная с плотностью ρ(∕) рождает тепло­

вое излучение в том же темпе, что и черная дыра радиуса (2).Сделаем несколько замечаний в связи с этой гипотезой, на которой основаны дальнейшие выводы.Космологическое рождение частиц рассматривается в настоя­щее время, как правило, каждый раз для какого-то одного сорта частиц. Такое рассмотрение не учитывает нелинейный эффект не­избежной «термализации» рожденных частиц: при их взаимодейст­вии должны появиться все возможные, в том числе и безмассовые, частицы. Учитывая это, с физической точки зрения трудно при­нять математическое утверждение о невозможности рождения без- массовых частиц в космологических моделях определенного типа. (Обычное возражение против возможности рождения безмассовых частиц в изотропных моделях основано на том, что метрика этих моделей конформно эквивалентна плоской, для которой рождения быть не должно. Однако эта эквивалентность не абсолютна, по­скольку она не распространяется на начальную сингулярность, с которой неизбежно приходится связывать некоторые граничные условия.)Еще белее существенной может быть особенность рождения частиц вблизи сингулярности, сформулированная Хокингом [1976] в виде «принципа неведения»: равновероятны все микросостояния, соответствующие одному и тому же макросостоянию. Отсюда дол­жен следовать универсальный, тепловой характер спектра космо­логически рожденных частиц. Можно также считать тепловой ха­рактер спектра универсальным типом упомянутых выше граничных условий. Если частицы рождаются всюду с одним и тем же теп­ловым спектром, то не возникает проблема установления тепло­вого равновесия в причинно несвязанных областях. *Согласно Хокингу черная дыра с массой М испускает черно- тсльное излучение с температурой∕√θ = ⅛c3∕8π GM = ħc∣⅛π rg. (3)Для квазиевклидовой космологической модели с метрикой
ds2=÷dt2-a2(t') (dr2 + r2dQ) (4)сформулированная выше гипотеза связывает температуру космо­логически рождающегося излучения с плотностью вещества во Вселенной соотношением
k θ = (⅛∕4π) (8π Gρ∕3)112. ' (5)Хотя рождение излучения Вселенной происходит преимущест­венно в квантовую эру, температура накопившегося к некоторому моменту излучения зависит от темпа космологического расшире­ния на протяжении всего периода, предшествующего этому момен­ту. Будем считать, что излучение с яркостной температурой



и современная физика 183Θ(t)-P1∕2 (см. (5)) рождается с поверхности ~rg2 в объем где rg~p~1∕2 (см. (2)). Пусть уравнение состояния имело вид p=γpc2 (6)с γ = const вплоть до момента Ird начала радиационно-доминиро- ванной эры, когда γ=l∕3. Пренебрегая деталями температурной эволюции Вселенной Т(/) и учитывая «покраснение» излучения из-за космологического расширения (T~α~3γ, здесь a(t) — мас­штабный фактор [25а, с. 546]), получим, что к некоторому мо­менту t*<t RD результирующая температура излучения Т опреде­ляется соотношением
где ∕on — момент «включения» рождения фотонов в квантовую эру расширения Вселенной.Механизм, приводящий на ранней фазе расширения к разогре­ву Вселенной, должен «выходить» на величину Т, соответствую­щую радиационно-доминированной эре, т. е. удовлетворяющую за­кону Стефана — Больцмана: pc2 = σT4 (8)и соотношению, следующему из уравнений Эйнштейна,
(Я — параметр Хаббла; пространственной кривизной пренебрега­ем, т. е. исходим из метрики (4)). Если предлагаемый механизм разогрева правилен, то сшивка (7) с (8), (9) в момент времени 
tRD должна привести к разумному значению момента его вклю­чения ∕0∏. Подставляя в (7) —(9) α(∕)~∕r, Γ≡2∕3(l+γ),

н (tRD) = Γ∕⅛d, р = P^d(∕∕⅛d)2, Qrd = 3H2 (⅛p)∕8π G,можно получить уравнение для определения ∕0∏. Значение r0∏ за­висит от принятого уравнения состояния (т. е. в нашем случае — от величины у), что дает взможность сравнить разные уравнения состояния для самой ранней, квантово-гравитационной стадии рас­ширения Вселенной. Естественно сравнивать уравнения состояния, имеющие какие-то физические оправдания. Рассмотрим уравне­ния состояния с γ = 0 (пылеобразная или квазихагедорновская модель), γ= 1/3 (газ ультрарелятивистских частиц) и у=1 (сверх­жесткое уравнение состояния).
2. Единицы для квантово-гравитационной космологии. По­скольку рассматриваемый механизм разогрева Вселенной имеет 
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t0n следовало бы признать какую-то характерную квантово-гра­витационную величину. Принято считать, что квантово-гравитаци­онным явлением соответствуют планковские естественные единицы/1]л = (⅛ G∕c5)>∕2 = 5∙10~44 с,θπ,1 = (Λc5∕G)ιz2∕⅛ = 1,4∙ 1032 К, (Ю)рпл =-r5∕⅞G2 — 5∙ 1093 г/см3 и т. д.,определенные, разумеется,- только с точностью до безразмерных постоянных множителей. Эти множители, однако, можно было бы зафиксировать, потребовав, например, чтобы соответствующие ве- личины были связаны некоторыми соотношениями. Для целей квантово-гравитационной космологии в качестве таких соотноше­ний естественно взять фундаментальные законы, действующие в квантово-гравитационную эру— (5), (8), (9).Полагая ^πrκ = 1 ∕ κrκ = С i tn л,0кгк=^>20пл, (11)Ркгк=£зрпл ( С/= const),с помощью (5), (8)*,  (9) получимC1- 1/24 (10 π)V2 10~2, C2 - (90∕π)1∕2 ^5, С3 = 540. (На) В результате уравнение для ton (7) может быть записано в виде 

*RD∕,√κ = Γ3⅞b12γr f ∕12vr^5d∕. (12)z"oπОтсюда легко получить, что случаи γ = 0 и γ=l приводят к мо­ментам включения ∕0∏, слишком сильно отличающимся от естест­венной величины /кгк.Величины t0n и /кгк оказываются близки лишь в случае урав­нения состояния с γ= l∕3, описывающего газ ультрарелятивистских частиц. Это согласуется с весьма правдоподобной (с точки зрения физики элементарных частиц) гипотезой об асимптотической сво­боде при сверхвысоких плотностях [136]. Условие асимптотиче­ской свободы означает, как известно, что частицы на достаточно малых расстояниях ведут себя как свободные, невзаимодействую­щие.Таким образом, рассматриваемый квантово-гравитационный механизм космологического рождения частиц дает возможность судить об уравнении состояния на самых ранних стадиях расши­рения Вселенной, согласуясь лишь с гипотезой об асимптотиче­ской свободе (γ=l∕3) при сверхвысоких плотностях.
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8.4. КОСМОЛОГИЯ РАННЕЙ ВСЕЛЕННОЙ 

И РАЗМЕРНОСТЬ ПРОСТРАНСТВАСамые большие экстраполяции в современной теоретической физике относятся к области, которую можно назвать квантовой, или квантово-гравитационной космологией (КГК). Эта область описывается планковскими значениями характеризующих ее фи­зических величин (10), (11), и поэтому речь -идет об экстраполя­ции по плотности, например, порядка 1094∕1014= 1080 (1014 г/см3 — характерная ядерная плотность). Такая необычно большая плот­ность дает повод для анализа возможных в эпоху КГК отклонений от закономерностей, известных современной физике. При этом, конечно, внимания заслуживают только такие выходы «за рамки», которые порождены либо нерешенными проблемами космологии, либо проблемами физики высоких энергий (обе эти области имеют отношение к эпохе КГК).Проиллюстрируем теперь возможности, которые дает предпо­ложение об -изменении размерности пространства в ранней Все­ленной.
1. Проблема горизонта и размерность пространства в ранней 

Вселенной. Первый пример, который мы рассмотрим, связан с работой [Сасло, 1977], предлагающей необычное решение изве­стной проблемы горизонта, состоящей в физической интерпрета­ции наблюдаемой однородности Вселенной. В стандартных фрид- мановских космологических моделях наблюдаемая высокая изо­тропия реликтового излучения говорит об однородности Вселенной в масштабах гораздо больших,-чем размеры горизонта (расстоя­ние, на которое успевает распространиться свет, или размеры мак­симальной причинно связанной области пространства) в момент времени, соответствующий отрыву реликтового излучения от ве­щества. Таким образом, в фридмановских моделях однородность Вселенной следует считать не результатом каких-либо (например, релаксационных) физических процессов, а начальным условием, причину которого не обсуждают (см., напр., [52, с. 511]).Эта ситуация допускает простое математическое описание. В однородной изотропной космологической модели с метрикой
ds2 = c2dt2—a2(i)dr2 (13)размер горизонта в момент времени t0 равен

to
D(t0)=a(t0)^ (14)оВ обычных фридмановских космологических моделях масштабный фактор α(∕)~∕r, где Γ = 2∕3(l+γ) зависит от уравнения состояния p = γε, но для всех естественных уравнений состояния Г<1, и по­этому горизонт конечен. В частности, для ультрарелятивистского 



186 Глава 8. Понятие размерности пространства-времениуравнения состояния (γ=l∕3), по-видимому, наиболее естествен­ного для модели горячей Вселенной, Г= 1/2. Таким образом, не­зависимо от уравнения состояния размер горизонта (14) конечен и ситуация качественно не меняется. Измениться она могла бы, если каким-то образом удалось бы обеспечить достаточно быстрое начальное расширение Вселенной (например, с a(t)~∕r, Г>1), т. е. расходимость интеграла (14).Сасло обнаружил необычную возможность решения этой про­блемы, показав, что если бы Вселенная в начальную стадию рас­ширения была 2+1-мерной (т. е. пространство было не 3-, а 2-мер­но) и вещество подчинялось уравнению состояния «пыли» (γ = 0), то как раз было бы a~t. Такой закон следует из уравнения Эйн­штейна: tfuv- = ×Tμv (15)в 2+1-мерном пространстве-времени для метрики типа (13).Идея Сасло не умещается в рамках современной теоретической физики. Не самый легкий из возникающих в связи с ней вопросов: каким образом можно понимать и описывать переход от 2-мерного к 3-мерному пространству в процессе эволюции Вселенной?В работе Эренфеста 1917 г. впервые были указаны реальные физические основания для уверенности физиков в 3-мерности фи­зического пространства (см. гл. 4). Эти физические основания, разумеется, не могли стать абсолютным доказательством трехмер­ности пространства в любых возможных физических условиях. По существу Эренфест только расширил диапазон явлений (в част­ности, по пространственным масштабам), в котором 3-мерность была обоснованна, с макроскопических масштабов (где она «оче­видна») на атомные (~10^^8 см) и астрономические (~1016 см). Любое рассмотрение возможных отклонений от 3-мерности долж­но учитывать эренфестовский анализ (и его развитие).Не обсуждая пока возможность такой структуры пространст­ва-времени, которая допускала бы изменение размерности в за­висимости от некоторых физических условий (например, в зависи­мости от пространственно-временных масштабов физических явле­ний, см. гл. 7), обратимся к анализу следствий, вытекающих из предположения о «маломерности» Вселенной в начале ее рас­ширения.Стимулом к такому анализу служит не только указанная Сасло возмож­ность объяснения крупномасштабной однородности Вселенной. Дело в том, что в физике высоких энергий, которая наряду с теорией гравитации имеет непосред­ственное отношение к ранней эре расширения Вселенной, в последнее время по­являются конструкции, чуждые обычной математической модели физического пространства-времени *.  Одномерность струн и двумерность мешков в теории ад­* Как известно, наиболее общая в настоящее время математическая модель пространства-времени — псевдориманово многообразие, локальная структура ко­торого тождественна структуре пространства Минковского, т. е. считается не­явно, что известно «всё» о локальной структуре пространства.
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ронов, рассмотрение моделей теории поля и удержание кварков в 1 + 1- или 2+1- мерном пространстве-времени воспринимаются сейчас как технические приемы, не имеющие особого физического смысла, но, возможно, полезные при перенесении полученных результатов на «реальный» 3+1-мерный случай. Однако то обстоя­тельство, что в случае меньших размерностей снимаются, в частности, некоторые известные проблемы физики элементарных частиц, можно было бы рассматри­вать и как свидетельство действительно меньшей, чем 3, размерности простран­ства на малых расстояниях (или при соответствующих динамических условиях). Точно в этом же смысле устойчивость планетных орбит и спектр водорода были связаны Эренфестом с 3+1-мерностью пространства-времени в соответствующем диапазоне физических явлений. Разумеется, подобная ситуация привела бы к проблеме согласования маломерной в микромасштабах и 3+1-мерной в макро­масштабах структур пространства. Отметим, что эта проблема смыкается с давно известной проблемой согласования обычной 3+1-мерной непрерывной ло­кально-евклидовой модели пространства и дискретной его модели, реализующей, например, некоторым образом идею фундаментальной длины. По существу пред­положение о малой размерности пространства в микромасштабах конкретизиру­ет общую идею дискретного пространства (см. гл. 7).В конце этого параграфа будет указан и другой мыслимый подход к идее меняющейся размерности пространства. Он основан на интерпретации координат пространства-времени как совокупности полей и на динамически нетривиальном поведении этой полевой системы. Такой подход вполне соответствовал бы тен­денциям современной теории элементарных частиц к «пространственно-полевой демократии», к дальнейшему «офизичиванию» геометрии пространства-времени (§ 8.1).Отложим до п. 3 обсуждение этих проблем и обратимся к анализу следст­вий из предположения об отличии размерности «пространства от трех в начале космологического расширения Вселенной.Прежде всего обратим внимание на то, что результат Сасло о двумерности ранней Вселенной опирается на уязвимое предполо­жение о пылеобразном состоянии вещества. Действительно, это предположение кажется несовместимым с моделью горячей Все­ленной, хотя и не исключено полностью (в случае реализации мо­дели хагедорновского типа). Более естественно ультрарелятивист- ское уравнение состояния (в 2⅛1-мерном случае p = 1∕2ε), кото­рое, однако, в 2-мерном пространстве уже не дает достаточно бы­строго начального расширения (а~/2/3). Чтобы с более общей точки зрения увидеть ситуацию, выпишем уравнения космологии, следующие из уравнений Эйнштейна (15), для п + 1-мерного про­странства-времени с метрикой типа (13):

11 (п— 1) ∕ 'π2 k \------- 2------ + Т) = κ"ε' k = 0' i 1; (16a) ε = ε1 a~n^ 1+v), ε1 — const; (16б)здесь ×n — «n-мерная» гравитационная константа, уравнение со­стояния взято в виде p = γε.Уравнения (16) приводят к зависимостиα(η~∕2z"u+vt (17)(принято fe = 0).



188 Глава 8. Понятие размерности пространства-времениУльтрарелятивястскому уравнению состояния (а также усло­вию асимптотической свободы) соответствует γ=l∕zz. Из (17) сле­дует, что в этом случае желаемый темп расширения (α^-√) осуще­ствляется только в 1 + 1-<мерном (струноподобном) случае.С некоторой точки зрения такой результат можно считать да­же более естественным, чем 2-мерность ранней Вселенной (начи­нать — так начинать с начала) и указывает на некоторую ана­логию с физикой адронов, как теорией струн (Вселенная в адрон­ную эру сама могла быть струноподобной). Однако здесь имеется и дополнительная трудность: как легко видеть, уравнения Эйн­штейна и их следствия (16а) при п=\ вырождаются, если считать что гравитационная константа ×∏ не зависит от п существенным образом. Эту трудность можно было бы обойти, во-первых, тем, что размерность пространства можно считать не строго равной 1, а 1+6, δ⅛l (аналогично теории поля [29]). Во-вторых, можно предположить, что /г-мерная гравитационная константа ×n содер­жит множитель типа (п—1); тогда предельный переход к п=1 может стать осмысленным.
2. Возмущения плотности в п-мерной Вселенной. Следствием событий в ранней Вселенной, как обычно считается, должно быть не только реликтовое излучение, но и крупномасштабная струк­тура Вселенной (галактики, скопления галактик и т. д.). Проблема формирования наблюдаемой структуры Вселенной естественным образом приводит к проблеме начальных возмущений в однород­ной Вселенной. Какие возможности представляет предположение об отличии размерности ранней Вселенной от 3+1?Здесь, однако, даже для предварительных рассмотрений потре­буется некоторая, хотя бы качественная, конкретизация того смы­сла, который можно было бы вложить в слова «двумерное про­странство в ранней Вселенной», «переход от одного числа измерений к другому» и т. п. Обычные геометрические образы 1- и 2-мерности (линия и поверхность «без толщины») выглядят слишком чужеродными с физической точки зрения. Поэтому в дальнейшем будем понимать 1- и 2-мерность так, что по «осталь­ным измерениям» Вселенная имеет малую, но конечную длину /. В квантово-гравитационной космологии проще всего на место этой длины поставить планковскую длину (что и будем делать в даль­нейшем для оценок).Перейдем к конкретным оценкам. Наиболее трудный пункт в рассматриваемой проблеме — начальный спектр возмущений в однородной Вселенной. Вместо того чтобы постулировать деталь­ный вид этого спектра, предположим, что определяющую роль играли некие элементарные возмущения. Трудно придумать более элементарное возмущение, чем рождение одной частицы на одно­родном космологическом фоне, характеризуемом планковскими па­раметрами, или параметрами, соответствующими некоторой фун­даментальной длине I. Пусть масса этой частицы — т (масса 



и современная физика 189нуклона, кварка?). Тогда размеры области пространства, которая «заметит» родившуюся частицу, определяются комптоновской дли­ной волны этой частицы λ = tι∣mc. Масса, соответствующая возму­щенной области М = рплХ3, p∏λ = c5MG2, (18)а само возмущение δ ≡ δρ∕ρ = m∕λ3ρ∏∏. (19)В гг-мерном случае (используя выбранный способ описания гг-мер- ности) Λ4rt - pγiλ∕‰ (λ∕∕πjιr =10≡θ '-≡ г, (18„)δn = ∕n∕λ"∕⅛ = 10-2°,,-19∙ (Ч)Неопределенность, связанная со значениями величин, характе­ризующих эпоху КГК, может быть не так уж мала. Например, использование вместо обычных планковских величин (совершенно «случайных» по своим безразмерным множителям), «приспособ­ленных» для КГК (см. § 8.3), приводит к< = 1022f2-9 г, (⅛)δ>10-221-15. (19;)Перейдем теперь к поведению возмущений (Mn, δn) в процессе космологического расширения.Поведение крупномасштабных возмущений (а введенные выше элементарные возмущения являются крупномасштабными) в п- мерном случае можно получить таким же способом, как и в трех­мерном (см. [52, с. 286; 98, с. 250]). Рост этих возмущений, оп­ределяемый законом δ~^1+v)-2^^-ι (20J(полагаем γ=l∕n, т. е. ультрарелятивистское уравнение состоя­ния), при п<3 происходит медленнее, чем в 3-мерном случае. Однако возмущения (Λ4b δι) и (Λf2, 62), оставшиеся от 1- и 2-мер­ной эпох, должны «подхватываться» трехмерным законом (203) 
δ~a2~t.Момент окончания действия такого закона «линейного» роста возмущений определяется моментом времени tl, когда размер го­ризонта «догоняет» размер возмущенной области:Х(/1//пл)1/2 = С/!, (21)где λ — начальный размер области элементарного возмущения. Соотношение (21) предполагает, что, во-первых, большей части космологического расширения соответствует трехмерность прост­



j 90 Глава 8. Понятие размерности пространства-времениранства, и, во-вторых, действует ультрарелятивистское уравнение состояния γ≈l∕3. Следующая из (21) величина∕ι = λ2∕⅛≈10"4 с (22)вполне согласуется со вторым предположением.Из (20) и (22) следует, что к моменту tχ возмущение успевает вырасти в (λ∕6‰)2≈ 1040 раз.Таким образом, в силу (19n) из возмущений рассматриваемого типа только одномерные возмущения (δι~10~39, Λfi~ 1015 г) име­ют возможность вырасти до δ~l (т. е. до нелинейной стадии) и тем самым в момент времени Λ стать исходным пунктом для даль­нейшей структурной эволюции.
3. Меняющаяся размерность пространства в космологии ран­

ней Вселенной. Рассмотренные выше соотношения и оценки могут иметь реальный смысл, если размерность физического простран­ства — не абсолютный параметр (один и тот же во всех физиче­ских ситуациях), а физическая величина, значение которой в экстремальных физических ситуациях может отличаться от трех.Обсуждать такую возможность следовало бы не только при­менительно к квантовой космологии, но и к физике элементарных частиц, где эта идея смыкается с известной гипотезой фундамен­тальной длины. Действительно, возможность отклонения размер­ности от 3+1 предполагает существование характерного масштаба, начиная с которого описание физических явлений требует уточне­ния используемых свойств пространства (размерности); таким масштабом может быть фундаментальная длина I или величины, которые можно соотнести с некоторой фундаментальной длиной, энергия ħc∕l, плотность энергии ħc∣l*  и т. д. В последнее время становится все более ясно, что физические ситуации, характер­ные для квантовой космологии и для физики высоких энергий, имеют много общего.Анализ космологической ситуации в некотором отношении проще, поскольку здесь есть возможность привлечь предположе­ние о высокой симметрии (однородность, изотропность). Однако, с другой стороны, в космологической задаче следует выяснить, каким образом меняющуюся размерность пространства можно было бы согласовать с уравнениями Эйнштейна — основой реля­тивистской космологии.В связи с этим следует учитывать принципиальное отличие уравнений Эйнштейна от уравнений поля в пространстве с фик­сированной геометрией, например, уравнений Максвелла в про­странстве Минковского. В уравнениях Максвелла, например, ре­шение задачи с плоской симметрией (зависимость полевых функ­ций только от х, у) в точности эквивалентно решению 2-мерных уравнений Максвелла. Для уравнений Эйнштейна это не так, и поведение масштабного фактора в анизотропной (в одном направ­лении) 3-мерной космологии вовсе не такое, как в 2-мерной 



и современная физика 191изотропной космологии. Поэтому, для того чтобы формулы п. 2 имели смысл, необходимо, чтобы масштабный фактор подчинялся именно 2+1-мерным уравнениям Эйнштейна, а не 3+1-мерным уравнениям Эйнштейна с какой-то симметрией.Масштабный фактор — это макроскопический (точнее, мага- скопический) параметр. Если правая часть уравнений Эйнштейна в ранней Вселенной соответствует кварк-глюонной жидкости, то, конечно, нельзя писать Rμv----- -- gμvR = κf,μv, где Tμv — точ­ный (микроскопический, квантовый) тензор энергии-импульса кварков и глюонов, а можно писать только
Rμv ' gμyR = •Сама операция усреднения, перехода к макроскопическому опи­санию (обозначенная в этом уравнении угловыми скобками) в условиях квантовой космологии может иметь весьма нетривиаль­ный смысл. Действительно, если струнная (1-мерная) модель отдельного адрона имеет отношение к реальности, то не может ли для адронной жидкости существовать такая фаза, такое когерент­ное состояние, которое должно описываться также 1-мерными уравнениями? Такое одномерное описание по существу должно быть макроскопичным, поскольку микроскопически у адронных структур следует ожидать конечную толщину (см. [Киржниц, 1978, с. 191]). Кстати говоря, прием, использованный в п. 2 для рассмотрения возмущений в 1- и 2-мерном случае, предполагал конечный «размер» (/) пространства в остальных измерениях. Переход от 3-мерности к 2-мерности, например, можно понимать тогда так, что одно измерение перестает описываться класси­чески (т. е. с помощью обычных уравнений Эйнштейна) и эф­фективно «выключается». Подобный переход выглядел бы как 

фазовый переход в структуре пространства. При этом в каче­стве параметра порядка естественно рассматривать саму размер­ность пространства (меньшей размерности отвечает меньшая сим­метрия, так как соответствующая группа преобразований вклю­чается в качестве подгруппы в группу симметрий пространства большей размерности).Переход к такой одномерной фазе можно представить себе с помощью языка, связанного с идеей спонтанного нарушения симметрии (см. [Киржниц, 1978]), например, следующим обра­зом. В аппарате ОТО, в уравнениях Эйнштейна, размерность про­странства учитывается просто количеством координат. Понятие координат в ОТО порождает весьма сложные вопросы, в частно­сти, связанные с ограничениями, следующими из релятивистской квантовой теории и приводящие к идее фундаментальной длины (см. гл. 5). Трудность также связана с отсутствием в рамках ОТО физического образа для понятия координат. В связи с этим 



192 Глава 8. Понятие размерности пространства-времениинтерес представляет замечание Вигнера [1971, с. 260], что роль координат в 3+1-мерном римановом пространстве можно пору­чить, например, четырем скалярным полям. С математической точки зрения это замечание довольно тривиально. Однако оно перестает быть таким, если в качестве координат использовать поля, входящие в правую часть уравнения Эйнштейна посредст­вом некоторого лагранжиана. Если этот лагранжиан допускает спонтанное нарушение симметрии, состоящее в том, что некото­рые из полей-координат становятся совпадающими по величине (или однозначно связанными), то такой фазовый переход был бы эквивалентен уменьшению числа измерений в уравнениях Эйнштейна.Простейшую модель такого перехода можно представить на примере механической колебательной системы с двумя степенями свободы, характеризуемыми коэффициентами упругости сущест­венно различного характера (маятник в поле тяжести, подвешен­ный на стержне, который может деформироваться только по длине). Пусть один из коэффициентов упругости стремится к бесконечности при понижении температуры до некоторой крити­ческой величины 7κp (стержень «замерзает»). Тогда макроско­пически двумерная система при понижении температуры превра­тится в макроскопически одномерную.Конечно, реализовать подобную структуру фазового перехода в случае полевой и геометризованной системы нельзя так же просто, но не видно и принципиальных запретов на поведение та­кого рода, если заранее не ограничивать язык описания только традиционным аппаратом ОТО. Метрическая структура прост­ранства-времени может задаваться интервалом вида
ds2 = gik (φ)dφ√∕φft,где φf — поля-координаты, выделенные из совокупности полей {ψα}, описывающих все вещество. Тогда в уравнениях, соответ­ственно, будут фигурировать производные ∂∣∂^i. При этом нужно будет придать «внутренний» смысл эйнштейновским словам о че­тырехмерности поля [Эйнштейн, т. 4, с. 348] (см. § 3.4). Следует подчеркнуть, что подобная динамизация координатной структу­ры пространства-времени согласовывалась бы со стремлением к «пространственно-полевой демократии» в микрофизике (см. § 8.1). На первый взгляд кажется, что уже само равноправие всех пространственных координат запрещает «исчезновение» одной из них. В связи с этим рассмотрим простую иллюстрацию, как (Мо­жет исчезнуть одна из двух равноправных координат-полей. Пусть лагранжиан системы двух координат-полей имеет вид

L = 1∕2 [ (Vφ1) 2÷ (Vφ2) 2-χ (φι-φ2)2] • (23)Поля φι и φ2 входят в этот лагранжиан совершенно симметрично, равноправно. Пусть коэффициент χ — поле хиггсовского типа, об-



и современная физика 193ращающееся в нуль при достаточно высокой температуре T>>Tκp, а при достаточно низкой (T<71κp) — равное некоторой конечной величине χo∙ Будем считать, что роль координаты может выпол­нять только безмассовое поле (например потому, что только без- массовое поле, будучи дальнодействующим, имеет и классическое описание). Тогда при высоких температурах лагранжиан (23) дает две координаты, а при низких — только одну. Это ясно вид­но в результате преобразования полей φ = 2~1∕2(φι + φ2), Ф = = 2-1∕2(φ1—φ2), которое переводит лагранжиан (23) вL = 1∕2[(Vφ)2+(VΦ)2-χ0Φ2]jтак что роль координаты может выполнять только поле φ. Пре­увеличивать значение этой иллюстрации, конечно, не следует.Фазовый переход, о котором идет речь, мог произойти, если температура Вселенной в начале расширения была меньше кри­тической температуры Tκp, отвечающей соответствующему спон­танному нарушении) симметрии. В известных сейчас моделях спонтанного нарушения симметрии Tκp увеличивается с ростом плотности Tκp = Tκp(p, •••), но вопрос, должна ли Tκp обогнать (если идти в прошлое) температуру Вселенной, не имеет одно­значного ответа.Следует подчеркнуть еще раз, что соображения, изложенные в этом параграфе, могут претендовать не больше, чем на иллю­страцию той роли, которую могло бы играть понятие размерности в космологии. Но анализ эренфестовского типа должен состоять из построений такого же рода, построений, извлекающих наблю­
даемые следствия из предположения об отличной от трех размер­ности пространства в некоторых «ненаблюдаемых» областях фи­зических явлений. Такой анализ, примененный к микрофизике и космологии, может, конечно, привести и к дальнейшему расшире­нию области определения факта 3+1-мерности, заменяя простую экстраполяцию макроскопических несомненной 3+1-мерности сразу на все физические явления. Если же размерность проявит тенденцию к изменению, то тогда возникает особая задача — объяснить (в рамках некой общей теории) факт 3+1-мерности в огромном диапазоне физических явлений.



ЗАКЛЮЧЕНИЕВ конце книги уместно сформулировать задачи, которые автор ставил перед собой, предоставив читателю судить (теперь уже со знанием дела) как о разумности самих задач, так и об удовлетво­рительности их решения.Одной из главных целей автора было привлечь внимание к той огромной нагрузке, которую несет на себе понятие размерности в сооружении, называемом физической моделью реальности (в данном контексте обычное выражение «физическая картина мира» становится слишком плоским из-за своей двумерности). Трехмерность пространства — это, пожалуй, известный дольше всех других фундаментальный физический закон, сохранивший свою силу до наших дней. Связь тона струны с ее длиной, закон рычага, закон Архимеда, которые могли бы сравниться с законом трехмерности своим древним происхождением, давно раствори­лись в гораздо более общих законах, а трехмерность (изменив­шись по форме своего выражения) сохранила свою фундамен­тальность. Поэтому автору особенно важным казалось спустить понятие размерности физического пространства-времени с почти недосягаемой для анализа высоты, на которой это понятие ока­залось по указанным, вполне естественным причинам.Для достижения этой цели автор попытался1) на основе биографии понятия размерности, во-первых, по­казать, что адекватное восприятие понятия размерности простран­ства-времени возможно только в рамках структуры проблемы 
размерности, включающей и математическую, и теоретико-физи­ческую и эмпирическую компоненты; и во-вторых, создать у чи­тателя ощущение живого, незавершившегося процесса эволюции проблемы размерности;2) показать, что уже имеющиеся в математике способы описа­ния размерностной структуры, по-видимому, недостаточны для целей физической теории, синтезирующей квантовую теорию и ОТО, и, кроме того, предложить более подходящее математичес­кое описание;'3) показать, что и в рамках работающих моделей пространст­ва-времени размерностная структура, если ее описывать на мет­рическом языке, обладает неиспользованными возможностями, прежде всего в связи с симметриями пространственно-временного 



Заключение 195описания (само количество симметрий s определяется размер­ностью пространства-времени п: s = n(n+1)/2);4) в современной теоретической физике выявить свидетельства возрастающей роли геометрического языка вообще и понятия раз­мерности в частности;5) привести конкретные соображения, иллюстрирующие воз­можное значение понятия размерности для будущего развития авангардных областей физики — микрофизики и космологии.Наименее убедительны, по-видимому, результаты, достигнутые на последнем направлении. Это, впрочем, неудивительно. Ведь речь идет о будущем, всегда сопряженном с неизвестностью. Но именно будущее развитие физики должно показать, насколько оправдано внимание к проблеме размерности физического прост­ранства-времени.Важность понятия размерности связана с его способностью описывать общие свойства разнообразных структур. Подтвержда­ет это, хотя и очень косвенно, удивительная «приложимость» поня­тия размерности. Не случайно, что из физико-математической сферы оно так легко проникает в тексты из весьма различных и далеких областей: в заметку о молодом поэте («У этого свойства много имен: познать седьмым чувством, открыть четвертое изме­рение...»1), в статью экономиста («система оплаты должна быть двухмерной»1 2), в заметки с кинофестиваля («Экран представляет реальность не в трех и даже не в четырех..., а в ста измерени­ях»3), в политический комментарий («Очевидно, «глубина души» правителей Тель-Авива имеет два измерения...»4), в литературо­ведение («Народ в «Войне и мире»... — многолик и многомерен»5, «все более явственно выступающая «одномерность» людей»6), в художественную литературу («Тем, кто хорошо знаком с пятым измерением...»7) и т. д.Это обилие примеров, в высшей степени не физико-математи­ческих, говорит, конечно, и о характерной геометричности чело­веческого мышления, и об интенсивном (иногда слишком) про­никновении «в жизнь» научных понятий в эпоху, когда радикаль­но изменяется положение науки внутри культуры и в жизни об­щества. Но в то же время эти примеры демонстрируют и способ­
1 «Комсомольская правда», 23.Х.1977.2 «Правда», 29.VI.1982.3 «Литературная газета», 2.VIII.1978.4 «Известия», 27.1.1979.5 Маймин Е. А. Лев Толстой. — М., 1978, с. 84.6 Зверев А. Вступительная статья. — В кн.: К. Воннегут. Романы — М., 1978, с. 7.7 М. А. Булгаков. Романы. — М., 1975, с. 666; см. также: Горе­лик Г. Е. Воланд и пятимерные теории поля. — «Природа», 1978, № 1, с. 159.



196 Заключениеность понятия размерности выражать общие свойства весьма раз­личных структур, которые человек встречает в мире.Возвращаясь теперь к физико-математической проекции того сложного мира, в котором есть и кинофестивали и политические комментарии, следует подчеркнуть, что понятие размерности — наиболее общее количественное понятие в физике. Тот факт, что 3+1-мерность пространства-времени пережила четыре простран­ственно-временные революции — аристотелевскую, ньютоновскую и две революции, соответствующие СТО и ОТО, казалось бы, оставляет мало надежд на будущую конструктивную роль поня­тия размерности в развитии физики. Однако современная ситуа­ция в теоретической физике позволяет усмотреть некоторые при­знаки того, что понятию размерности еще предстоит участвовать в важных событиях.



ПРИЛОЖЕНИЕ

П. Эренфест

КАКИМ ОБРАЗОМ В ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ЗАКОНАХ 
ФИЗИКИ проявляется ТО, 

ЧТО ПРОСТРАНСТВО ИМЕЕТ ТРИ ИЗМЕРЕНИЯ?*

Введение«Почему у нашего пространства именно три измерения?», или, другими словами, «Какие особенности отличают геометрию и фи­зику в от геометрий и физик в других пространствах /?п?» Будучи поставленными таким образом, эти вопросы, возможно, не имеют смысла. Несомненно, они подвержены справедливой критике. Потому что действительно ли пространство «сущест­вует»? Является ли оно трехмерным? И затем сам вопрос «поче­му»! Что подразумевается под «физикой» в /?4 или /?7?Я не буду пытаться найти лучшую форму для этих вопросов. Возможно, другие преуспеют в указании некоторых более син­гулярных свойств /?3, и тогда станет ясным, каковы те «правиль­ные» вопросы, для которых наши рассмотрения являются подхо­дящими ответами.
§ 1. Гравитация и планетарное движение

Для планетарного движения, как мы увидим, имеется разли­
чие между R⅛ и R2, а также между R⅛ и Rn с большим п по отно­
шению к устойчивости круговых траекторий. В R3 малое возму­
щение оставляет траекторию финитной, если энергия не слишком 
велика; в отличие от этого в R2 траектория остается финитной для 
любых величин энергии. В Rn при п>3 планета падает на притя­
гивающий центр или удаляется на бесконечность. В R∏ при 
п>3 не существует движений, сопоставимых с эллиптическим дви­
жением в R3, — все траектории имеют характер спиралей.Для притяжения, под влиянием которого по орбите в пространстве R∏i мы полагаем му соответствует потенциальная энергия:

17/ ∖ МтV(r) = — κ--------------- .
7 (π-2)rn~3

планета движетсяAim . o------ , при /г>2 это- 
rtl~1

κ
(1)Мы выводим этот закон притяжения из дифференциального уравнения Лапласа—Пуассона. Это значит: мы предполагаем, что сила направлена к центру и является функцией только от г, так* Ehrenfest Р. In what way does it become manifest in the fundamental . laws of physics that space has three dimensions?—«Proc. Amsterdam Acad.», 1917, v. 20, p. 200—209. (Представлено Г. А. Лоренцем на заседании 26 мая 1917 r.).
197



198 П. Эренфест. «Каким образом в фундаментальных законах физикичто она может быть получена из потенциала; и мы применяем теорему Гаусса для интеграла от нормальной компоненты силы по замкнутой поверхности (поток силы).Уравнения движения, таким образом, имеют форму
т d2Xh

dt2
Мт хн   ∂V
rn~1 Г ∂Xfl

(ft≈l,...,n).Движение происходит в плоскости. В этой плоскости мы вво­дим полярные координаты. Тогда сразу же могут быть написаны два первых интеграла:
(r2 + r2φ2) + V(r)=E, mr2q = θ.Исключая <р, мы находим для г

г = -!- /Лг2 + Bri~n — С2 . (2)Поскольку г может колебаться вдоль траектории между поло­жительными значениями, г должна иметь действительные и по­переменно положительные и отрицательные значения. Поэтому выражение, из которого должен- быть извлечен корень, должно быть всегда положительным между двумя значениями г, для ко­торых оно обращается в ноль. Обсуждение различных случаев можно найти в дополнении I. Мы рассмотрим там и случай zz = 2, для которого (1) должно быть заменено выражением
V=×Mm log г,а (2) — уравнением

г = — Vаг2 — βr2 log г — γ2, 
г

a = 2E∕m, β 2κΛ4, γ2 = Θ2∕m2.
Результаты этого обсуждения таковы:

п
Круговые 

траектории
Движения между двумя положительными 

значениями г
Движение на 

бесконечность

4, 5,... неустойчивы невозможны! ВОЗМОЖНО
3 устойчивы возможны (более того, замкнуты) возможно
2 устойчивы возможны (незамкнутые) невозможно!



проявляется то, что пространство имеет три измерения?» 199
Замечания:1. В этой связи мы можем напомнить следующую теорему Бертрана 1ι траектории материальной точки, описываемые под влиянием силы, направленной к фиксированному центру и явля­ющейся функцией от расстояния до этого центра, замкнуты толь­ко тогда, когда сила пропорциональна этому расстоянию или об­ратно пропорциональна его квадрату.2. Замечательно, что также и в неевклидовом трехмерном пространстве планетарные траектории, соответствующие эллип­тическим, оказываются замкнутыми, если в закон гравитации и в уравнения механики ввести изменения, соответствующие кри­визне этого пространства. (Ср. Либман1 2.)3. Мы можем поставить вопрос: что станет с воровским выво­дом спектральных серий в Rn, если zz≠3. Изменим в этом выводе закон электрического притяжения таким же образом, как закон гравитации, и будем квантовать момент импульса так же, как это делает Бор. Из предыдущего ясно, что при п>3 могут существо­вать только круговые орбиты. При п>4 мы находим бесконечные серии, а при п = 4 сингулярный случай, особенно замечательный по отношению к теории квантов. (См. дополнение II.)
§ 2. Трансляция — вращение, сила — пара сил, электрическое 

поле — магнитное полеВ 7?з имеется дуализм между вращением и трансляцией, по­скольку оба определяются тремя характеризующими параметра­ми. Это тесно связано с тем фактом, что количество плоскос­тей, проходящих через пары координатных осей, равно количест­ву самих осей.В любом другом Rn эти два числа не равны. Число осей коор­динат равно п. Беря каждый раз по две из осей, мы можем про­вести через них п(п—1)/2 плоскостей. Ясно, что п(п—i)∕2>n при л>3, в то время как n>n(n—1)/2 при п<3; например: при п = 2 мы имеем одно вращение и две трансляции, при п = 4 мы имеем 6 вращений и 4 трансляции.Это соответствует дуализму, существующему только при п = 3, между тремя компонентами силы и тремя компонентами пары сил, которые совместно могут заменить произвольную систему сил.
1 Bertrand J. Comptes Rendus. Т. 77, 1873, р. 849.2 Liebmann Н. Nicht-euklidishe Geometrie. 2e Aufl. 1912, р. 207.



200 П. Эренфест. «Каким образом в фундаментальных законах физикиИсходя из формул теории относительности, мы легко видим, что и дуализм между электрическими и магнитными величинами также ограничивается пространством ‰
В Rn электрическое поле определяется п компонентами, маг­

нитное — п(п—1)/2 числами.Пространственные координаты в (n+1)-мерном «мире» будут обозначаться x↑, ..., xn, a t заменим на Xo = ict. Электрическая и магнитная силы могут быть получены из (zz÷ 1)-потенциала (со­ответствующего запаздывающему 4-потенциалу в ∕∖3) φ0, φι, ...., q¼.
п(п—1) /2 компонент его ротора⅜λ

∂χk

⅜fe
∂x∕ι

(Ji, k = 1, ... , п)дают магнитное поле, а п компонент ротора
∂<P∕⅛ ⅜o
∂xq ∂χh

(h=l,...,n)электрическое поле.
§ 3. Интегралы уравнения колебаний в Rn (обобщение запаз­

дывающих потенциалов)Интегралы уравнения
имеют следующие свойства в R^. Если в момент времени t = 0 мы имеем φ = 0 и -⅛-= 0 везде, кроме малой области у, то в любой последующий момент времени t (если только t берется достаточ­но большим) φ = 0,-^∙ =0 везде, кроме тонкого слоя между двумя поверхностями (рис. 1), ко­торые в пределе, когда у становит­ся достаточно малой, приближают­ся к сферическим поверхностям с центром в у.В R2 мы имеем нечто другое: здесь кроме возмущения между двумя концентрическими линиями вокруг у мы имеем еще и асимпто­тически убывающее возмущение во всей области (III), ограниченной внутренней линией.

В этом отношении все простран­
ства R2n+↑ ведут себя как R‰ а 



проявляется то, что пространство имеет три измерения?: 201
все пространства R2n — как R2 (см. дополнение III).Но среди пространства 7?2n+i пространства 7?3 характеризуется особенностью, которая становится ясной, когда запаздывающие потенциалы, т. е. интегралы дифференциального уравнения 
в 7?з, сравниваются с потенциалами в ‰+ι высших размерностей.Для R3:

г

ДЛЯ R3∖

др
∂t

для R7∙.

φ(см. дополнение IV).Здесь C3 = 4π, C5 = 8π2∕3, C7= llπ3∕15 — площади сфер единич­ного радиуса в 7?3, R3, R7 соответственно. Символы [р], l-^- , означают, что эти величины должны браться в момент времени t—г/с («запаздывающие величины»). В то время как в 7?3 запаздывающие потенциалы зависят только от р, мы видим что в Т?5, R7 и т. д. они являются функциями также и от произ­водных по времени.Здесь следует заметить, что для больших значений г (кото­рые в проблемах излучения только и представляют интерес) наи­более важен член с наивысшей производной, поскольку он содер­жит наименьшую степень г в знаменателе. Электрон с резкой границей распределения заряда вызывает, следовательно, своим движением большие сингулярности.
Дополнение

I. Обсуждение, упомянутое в § 1, может быть проиллюстриро­вано с помощью рис. 2, на котором пунктирные линии изобража­ют члены Аг2 и Br^~n как функции г, сплошная кривая представ­ляет их сумму, а горизонтальная линия — величину С2, которая должна быть вычтена. В этом графическом представлении ус­



'202 П. Эренфест. «Каким образом в фундаментальных законах физикиловие [о котором говорилось в § 1] состоит в том, что горизон­тальная линия пересекает сплошную кривую в двух точках, меж­ду которыми линия лежит ниже кривой, так что разность (Ar2÷Br4"") — С2 здесь положительна.Для п = 2 мы добавили график аналогичной структуры; линии представляют1: аг2, —βr2logr, их сумму и γ2. В этом случае упо­мянутое условие выполняется.
II. То, что электрическое притяжение дает центростремитель­ную силу при движении по окружности, выражается уравнением

mrφ2 = e2∣rn~1. (А)Боровское условие для стационарных круговых орбит даетmr2φ = τ⅛∕2π,тде τ — целое число.Для орбиты с номером τ энергия, следовательно, равна
п—44—п

4
^4-n

2(п—2)где zz>2.Для .ляются R∏ мы также полагаем, что из условия излучаемые частоты вычис-
Vσ,τ =

Е<У~ЕУ 
hДлятогда видп = 4 мы имеем особый случай. Уравнение (А) принимает

r4φ2 ' е2
ттак что mr2φ = eVrт .

Момент импульса, таким образом, может иметь только одно 
совершенно определенное значение —eVm , так что коэффици­ент притяжения должен быть связан с h, если квантовое условие (только при одном значении τ) выполняется. Для п>4 мы на­ходим vσ,τ = v0(σκ- τκ),

1 —А, деленная на 2/т, — это энергия, которую должна иметь планета, чтобы попасть на бесконечность с нулевой скоростью; с другой стороны, —а, деленная на 2/ш, — это энергия, требуемая для того, чтобы удерживать плане­ту с нулевой скоростью на расстоянии 1 от центра.
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п=3

∩=4

n>⅛

Рис. 2



204 П. Эренфест. «Каким образом в фундаментальных законах физикигде κ — положительная дробь в общем случае. Таким образом, мы получаем серии в спектре, которые для постоянного τ и воз­растающего σ содержат линии в ультрафиолете, становящиеся все более удаленными друг от друга.
III. Решение уравнения колебаний для мембраны можно полу­чить из решения для трехмерного тела, полагая в последнем слу­чае начальное возмущение независящим от одной из прямоуголь­ных координат, например от z. Тогда сферы с радиусом r = ct все время пересекают область начального возмущения. Проводя вы­числения, мы находим, что количество интегрирований, которое должно быть выполнено, если одна из координат не учитывается, точно такое же, как и при ее учете 1. В этом причина того, что в Т?2 возмущение никогда не исчезает там, где оно однажды по­явилось. Аналогичным образом мы можем перейти от решения для ‰+ι к решению для R2n. Таким образом, становится ясным, что непрерывное существование возмущения — общее свойство всех пространств R2n.

IV. Легче всего найти эти решения методом Кирхгофа 1 2. Тогда используется специальное решение χ уравнения с нулевой правой частью. Это решение χ — функция только t и расстояния г от фиксированного центра Р, так что уравнение для χ в Rn прини­мает вид 1 ∂2χ __ и—1 ∂χ _ ∂2χ θ
c2 ∂t2 г dr дг2ГТ rι 1 ∂Применяя операцию D =--------- к решению этого уравнения,

г дгмы находим решение такого же уравнения с заменой п на zz÷2. Для нечетных значений п это специальное решение имеет вид х_оТП0(/ + £)1.
т. е. для n-=I
где G — произвольная функция, для п = 3\

L dG
г дг

1 Ср., напр., Н. A. Lorentz. The theory of electrons. Note 4, p. 233.2 См., напр., Rayleigh. Theory of sound, ch. XIV, § 275.
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(F — произвольная функция); для zz==5
и т. д.Применяя тождество Грина к искомому решению ψ и к χ (на­пример, для п = 5) во всем пространстве ω вне малой сферы ра­диуса R с центром Р, мы находим

где Σ — поверхность сферы, а N — нормаль к ней в направ­лении ω.Теперь мы должны интегрировать по t от большого отрица­тельного значения t↑ до большого положительного 1 ⅛∙ В качестве произвольной функции F, входящей в χ, мы возьмем функцию, обращающуюся в нуль для всех значений аргумента, кроме очень малой окрестности нуля (затем мы должны перейти к пре­делу), однако такую, что интеграл от F по этой малой окрестнос­ти в точности равен 1. С помощью изменения порядка перехода к пределу и интегрирования 1 2, а также сжатия сферы упомянутое тождество переходит в
tz

—и≡4-^e÷÷)÷

или, после частичного интегрирования,
Перенос точки / = 0 дает желаемый результат.1 Если мы хотим быть вполне точными, размеры области также должны быть ограниченными. Для наибольшего значения г величина h + r∣c должна быть все еще отрицательна. Только после этого мы переходим к пределу бесконечных размеров.2 Это изменение порядка, которое в дальнейшем не обосновывается, харак­терно для метода Кирхгофа. Здесь мы его просто заимствуем у Кирхгофа. Если мы хотим провести интегрирование строго, мы должны будем воспользоваться •методом, данным Ж. Адамаром: Acta Math., 1908, v. 31, р. 333, особенно § 22. Дополнительную литературу см. J. Hadamard. Journ. de Phys.. 1906.
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